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Această carte, 

celui care m-a iubit 
mai mult decît poate meritam : 
Profesorului Gheorghe Mihoc. 
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MÁRTURISIRE 
(pe post de prefalú) 


.. Gata ! Am rupt-o cu geometria demodalá, oricile vrăji ne-ar 
mai face. Si-atunci, ce mi-am zis ? Ia să mai dăm iama si prin 
vecini, pe la curțile Algebrei, de exemplu. Cum de ecuații ne-am 
izbit prin toute cele trei „celebre“ piese ale trioletului!, m-am gindit 
că n-ar strica să sintetizăm (printre zimbete si alte povestiri...) citeva 
din frumoasele rezultate ale des utilizatului domeniu al ecuațiilor 
algebrice. Spun algebrice, fiindcă ele vor purta steagul expunerii. 
Ne vom „agăļa“ însă si de alte tipuri de ecuații. 

Conform stilului pe care acum probabil mi-l cunoasteli, stili 
de la-ncepui că nu trebuie să v-agteptali la un curs de algebră. Asta 
e bine, fiindcă există deja cursuri foarte bune, scrise în românește 
de matematicieni competenți. Ceea ce vreau eu s-aduc în plus este o 
informație istorică (poate uneori inedită pentru cititorul nostru), o 
informație matematică uneori mai greu de găsit, o paletă de curiozi- 
táli sau probleme „trăznite“ care, oricum, nu-și au locul intr-un curs. 
Într-un cuvint, tot o „carte de vacanță“, dar pe care iubitorul. de 
malematică să n-o „uite“ (cu generozitate) în vreun tren, ca să aibă si alli 
“călători cu ce-şi omorî vremea... 

Cu gind ascuns — dar fără să vreau dat in final pe față — am 
urmării si să vin pe cit posibil în ajutorul ,catindalilor* la diverse 
examene unde intervine algebra. Bineinfeles cá.sinl convins că am 
si reușit: altfel n-aș fi pornit la treabă. 

În încheiere, trebuie să menfionez că la redactarea lucrării am 
cerut ajutorul direct al profesorului George Theiller (Tailer ) —profund 
cunoscător $i iubitor, al istoriei matematicii. Materialele pe care mi 
„le-a pus la dispoziție, discuțiile pe care le-am avut asupra ,topicii”, 
amintirile din viaja „Gazelei“ ce mi le-a povestit, mi-au fost efectiv 
de un mare folos. Probabil că si fără sprijinul său aș fi făcut ceva ; 
dar cu siguranță că lucrarea ar fi ieşit mai lipsită de substanţă. 


Vrajă, 
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INTRODUCERE 
(pe postul său — dar renunlám la ea) 


În schimb, o să vă povestesc ceva : începînd cu Ringul si terminind 
cu Vraja, mi-am găsit beleaua — adică mi-am stricat viala (semi )- 
tihnită de cercetător (cvazi ) anonim. 

Unii amici — menționați în operele cu pricina s-au supărat pe 
mine din diverse motive. Ba că i-am pomenit prea des si rid colegii 
de ei că se fin de „prostii“ (cum ar fi geometria demodatá ), ba că nu 
i-am pomenil destul. 

Alfii mi-au reproșat cá nu le-am inclus probleme, allii că de 
ce le-am inclus acolo unde nu trebuie şi uite-aga. 

Cum scopul nostru nu e publicitatea de persoană, ci doar aceea 
de domeniu, m-am hotărît să elimin astfel de posibile situaţii si să 
lucrez doar cu personaje verificate, care au urmat (si absolvit !) — 
fie si la fără frecvență, un curs de „Umoristikă“. 

Ce să mai zic, nici amenințarea cu ciinele $i schimbatul număru- 
lui de telefon n-a ținut! : bombardamentul grafic si | sau sonor și-a 
alins destul de bine finta. 

Unul mi-a cerut — aga tam — nisam — să-i traduc din cehă. 

— E simplu, știți, doar citeva pagini... 

Evident, nici gînd să má-ntrebe, in primul rînd, dacă mă pricep şi-n 
al doilea rid dacă am timp de asa ceva. 

Păi dacă-i simplu nene, de ce n-o faci singur ? 

Altul mi se plinge că e persecutat, că are scrise nu stiu cite cărți 
de matematică, da’ că nu i le publică nimeni. Nu s-a-ntrebat însă 
si cum scrie... 

Vă asigur că meseria de duhovnic fără voie nu-i prea de invidial... 

Si să vá mai spun una : se-ntilneste odată nevastă-mea in cartier 
cu o persoană (din aceeași zonă). 

— E-adevürat (zice persoana), cá soļu’ matale scrie cărți ? 

— Scrie, ce să facă si el... l 

— Dom'ne, n-as fi crezut in ruptu’ capului ! Da” prea era 
coinciden[a mare cu fetiţele ca să nu fie el. 

Ca să vezi dom'ne-ce chestie... 


9:00 9'^»»».9'»659.5 9? 5 6 . 959755 ro... 


ji vă jur că ăsta n-a fost singurul caz, 


n consecință, am dal instrucțiuni rudelor apropiate care umblă 


nemascate pe stradă, să spună eventualilor mirali că nu ştiu numai 


să scriu, 
ȘTIU CHIAR ȘI SĂ CITESC, 
' Pt, contormitate 
V. Gh. Vodă 
Bucureşti, aprilie, 1986 


—— 


1 Vezi Surprize, p. 217. 
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MAI ÎNTÎI UN MIC DIVERTISMENT ° 


M-am gindit să-ncep această nouă „operă“ cu două — 
să le zicem aplicații — total diferite, ale ecuațiilor. Una serioasă, 
iar cealaltă cu ceva mai mult umor. Să debutăm cu a doua, ca să 
nu abandonați lectura de la primele pagini. 
` Cadrul povestirii care se va desfășura imediat, este fictiv dar 
poate foarte bine să fie și real. Orice asemănare cu personaje si 
situaţii (trecute, prezente sau viitoare) este pur intimplátoare. 
Luindu-ne așadar multiple măsuri de precauţie, putem deci depăna 
firul poveștii. 

Se spune că în anul... . o comisie de inspecţie a apărut pe nepusă 
masă la un mare magazin de „Delicateţuri“ din oraşul X. Toate au 
mers ca pe roate, numai că într-un registru în care se consemnau 
intrările, la poziţia nr. 13 (ca un făcut !), însemnarea arăta cam 
așa : 


Nr. 
ert. 


E MM —————————————————— ———————— 
.” v. . . . . 

e $ $ . . . 
e . . : . . 
nn E an —— 


j Bbuc | 7,28 lei 


uai ier ps | 


M —— a —Í— t À— Ó——————— 


Articolul Pref unitar Cantitatea Valoarea totali 


13. |Alune în cutii sigilate| 49,36 lei 


Aşadar, „doi purceluși“ obraznici acoperiserá esentialul. Nimeni 
nu-si mai amintea nici cantitatea si nici valoarea totalá. Un lucru 
. era însă clar: avind de-a face cu „bucăţi“, numărul respectiv nu 
putea fi decît întreg și pozitiv, iar la valoare s-a presupus că suma 
era de ordinul miilor, fiindcă de regulă, nu se aproviziona un astiel 


? 
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de magazin cu doar 20 de cutii, de exemplu (ar fi costat aproximativ 
980 lei), 

Grea problemă să restabilesti adevărul ! 

Petele păreau prea cusute cu aţă albă ca să fie chiar „aleatoare“... 
Totuşi, fără să dovedeşti vina cuiva nu pofi întreprinde nimic. 
Comisia de inspecţie se afla în faţa unei dileme : exista bineînţeles 
tentafia să se presupună cá un lucrător hrápáref s-a dedulcit la 
alune (deşi-s cam sărate !) si trezindu-se la realitate n-a găsit decit 
soluția petelor de cerneală, 

Pentru verificarea acestei ipoteze, trebuiau urmárite. livrările, 
făcytă corespondenţa între valoarea livrárilor si sumele vărsate de 
magazin către stat. Metoda cerea timp. 

Unul dintre inspectori şi-a adus aminte că are un prieten căruia 
îi plac şaradele. A pus mina pe telefon şi garadistul cu pricina s-a 
prezentat la datorie ; după ce-a examinat dosarul respectiv, le-a 
spus doar atit : e clar ! e vorba de Diofant din Alexandria... 

Toţi s-au uitat curiosi unul la altul: curat saradist, cum ar zice 
nenea Iancu. Înţelegind nedumerirea celor din jur, prietenul nostru 
a adăugat: i 

— Cu Diofant o să vă lămurească povestitorul, noi să rezolvăm 
problema ! | 

Fiţi atenţi cum procedez : notez numărul de cutii cu x. Valoarea 
totală a cantităţii (in bani — adică máruntis) este deci 4 936 x. 
Cele trei cifre pătate (aşa cum am convenit că sînt trei — ordinul 
miilor cu cei 7 lei de la coadă, care-a scăpat |) l-am notat cu y. 
Valoarea totală (în bani) este deci 


1 000 y + 728. 
Prin urmare, problema s-a redus la rezolvarea ecuaţiei 
4 936 x = 1 000 y + 728 


sau (împărțind cu 8) 
617 x — 125 y + 91 


Necunoscutele z si y sint numere intregi si pozitive, deci problema 
„petelor“ se poate enunţa astfel : să se rezolve in numere naturale 
ecuația 
da 
617 x — 125 y = 91, "t 


Cu astfel de ecuaţii isi trecea vremea matematicianul grec Diofaut 
din Alexandria, care a trăit în secolul III al erei noastre. 

„Astăzi știm că o ecuaţie de tipul ax :h by = c (1) cu a, b, c 
întregi, reprezintă în planul xoy o dreaptă. Ecuația (1) — dacă 
pretindem ca x și y să fie soluţii întregi (nu neapărat pozitive), se 
numește ecuație. diofantica. si 
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Problema se poule reformula modern astfel : există puncte ale 
căror coordonate (x, y) să fie exprimate prin numere întregi și care 
să se afle pe dreapta ax sh by == c 9 Dacă există, cum se pot de- 
termina ? 

Soluţia problemei lui Diofant este constructivă, adică existența 
soluţiilor este demonstrată efectiv prin rezolvarea în numere întregi 
a ecuaţiei respective. Să ilustrăm acest lucru la problema de tip 
detectiv de la care am plecat. Mai intii observăm că putem scrie : 


217 —42) - 
125 


unde s-a notat u = 2(17 — 4 x)/125 (3). Cum y este întreg, iar 2 nu 
se divide cu 125, rezultă cá (17 — 4 x) se divide obligatoriu cu 125, 
deci u este intreg. Pe de altá parte, y satisface dubla inegalitate 
O < y < 999 deoarece nu poate avea decit cel mult trei cifre. 
Relaţia (3) ne conduce la 17 — 4 [x = 125u, sau r4 — 

—31u 4-(1 —u)/4 = 4 — 31 u +v, unde s-a notat v= (1 — 
. —u)4. Așadar, 4v = 1 —u, u—1 — 4v, x= 125 v —27 si 
y = 617 v— 134. Întrucit 100 < y < 1000, avem 100 < 617 » — 
— 134 < 1000, de unde 


v > 234/617 şi în același timp v < 1 134/617. 


Bineinteles, singurul întreg care satisface în acelaşi timp 
ambele relații este v = 1. Acest rezultat conduce la x = 98 și y = 
= 483. 

În limbaj comercial, s-au vindut 98 de cutii cu alune (sărate M 
in valoare de 4 837 lei si 28 bani (cam bizará sumá, dar asta iese). 

Saradistul i-a reprosat apoi amicului sáu : dac-ai vrut sá-mi dai 
probleme distractive din cartea lui Perelman!, aflà c-o stiu pe 
dinafară... Nu ştiu ce s-a ntimplat cu alunele, dar coincidenfa cu 
problema lui Perelman e cu totul neîntimplătoare... 


f. 


y=5:=1+ 5z —1+2u (2) 


- 


. . . . . . . 


Bineînţeles, nu se va afla niciodată cine a ronfáit alunele. 
Important este cà algebristii nu pot fi trasi pe sfoară de pete inabil 
„pictate“... 

Să preiau deci acum rolul șaradistului şi să expun cileva ele- 
mente despre activitatea lui Diofant. N-am spus si despre viaţa sa, 
fiindcă izvoarele istorice sînt foarte zgircite in acest sens, Se știe 
doar că a profesat la Alexandria şi că era în plină activitate în 
jurul anilor 250 ai erei noastre. Opera sa de bază se numește 
„Aritmetica“ si conţine 6 cărţi. Conform surselor antice, aceasta 


1 Ja, I, Perelman (1958) : Zanimatelnaia Alghebra. Gossudarstvennoe Izda- 
telstvo Fiziko-Matematiceskol Literaturi, Moskva. 
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ar fi constat din 13 cărți dar piná la nol n-au ajuns decit 0, Probabil 
că Diofant este primul matematician care încearcă stabilirea unei 
simbolistici în algebră. Recunoagtefi că v-a intral în reflex notarea 
necunoscutelor cu a, Y, 2, operaţiilor de adunare şi scădere cu 
sau —, a puterilor prin 2%, y", a scrierii polinoamelor prin a + 
sk dx e uus st d, şi aşa mai încolo, Ii bine, au trebuit să treacă 
sute şi sute de ani pînă s-ajungem la această exprimare sintetică, 
sugestivă şi comodă, În această privinţă, Diofant a fost un adevărat 
pionier, 

Prin drumurile mele pe la „Kretzulescu“ (celebra librărie 
bucureșteană de lingă Piaţa Palatului) am achiziționat acum 
cițiva ani o carte extrem de interesantă a istoriografului sovietic 
A. P. Iuskevici. Se intitula Hrestomatia po Istorii Matematiki 
(Editura „Prosveşcenie“, Moscova, 1976). Fiind vorba de o „cresto- 
matie", cartea conține fragmente din opere originale (traduse 
evident în rusește), din lucrări clasice de mutematică. Autori nu mai 
puţin celebri: Euclid, Al-Horezmi, Omar Khayyam, Cardano, 
Euler, Vietă, Appolonius etc. Cartea lui Iuskevici conţine și citeva 
fragmente din partea I a Aritmelicii lui Diotant (în traducerea lui 
I. G Başmakova si a lui I. N. Veselovski). Aşa m-am lămurit cum 
lucru Diofant cu simbolurile algebrice din vremea sa. E deosebit 
de interesant să vedem cum explică Diofant aceste simboluri 
şi care era stadiul cunoștințelor de aritmetică si algebră de atunci: 
Traduc acum : 


„După cum ştii, toate numerele se compun dintr-o 
cantitate oarecare de unităţi; evident, că acestea se 
pot continua, adică mări pînă la nestirgit. Astfel, printre 
ele se găsesc: — pătratele, care se obțin prin înmulţirea 
unui număr oarecare prin el însuşi: un astfel de număr 
se numeşte latura pătratului (recunoasteti deci elementele 
de algebră geometrică — tipică matematicienilor antici 
greci — V. Gh. V.) — apoi cuburile, care se obtin prin 
înmulţirea laturii pătratului cu ea însăşi“ 

Diofant continuă cu prezentarea puterilor a patra, a şasea, etc. 
Și mai interesant este cum scria el de exemplu un polinom. Iată 
de exemplu reprezentarea : 


Ava MOS (*) 
Traducerea algebrică modernă arată cam asa: 
202 2? + 13 — 10 x, 


ÁÁ—Á— 
í + Stilul anticilor era frecvent astfel: se adresau unul interlocutor (real sau 
imaginar), 
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Reeunoasteli că nu vă așteptați la așa ceva! ,,Hieroglifele" (*) 
apar si ca decorafiune pe coperta cărţii lui Iugkevici. 

Simbolul A" reprezintă pătratul necunoscutei si Diofant îl 
seria întotdeauna înaintea necunoscutei. Acesta se chema „dinamis“ 


(Sóvanic). Simbolul of este echivalent cu 202. Vă-ntrebaţi fără 
“îndoială cum ghicim, Ei bine, o ocupă locul 20 în alfabetul grecesc 
(litera sigma), iar beta (B) locul doi. Prin simplă aláturare, Diofant 
obținea numărul dorit. Semnul + nu-l seria, Aláturarea era suficien- 
tă. Termenii ce trebuiau :cázuli erau scriși la urmă, înaintea lor 
figurind simbolul f echiv: lentul cuvîntului grecesc vechi „Aeryis“ 
(leipsis). luşkevici spune in comentariul său că a intimpinat dificul- 
táti cu traducerea acestui „leipsis“, fiindcă în dicționarele obişnuite 
nu apare. 

Alt istoric al matematicii, francezul Paul Tannery, afirmă 
acelaşi lucru, echivalîndu-l cu „minus“. Poate spun o prostie, dar 
cred că noi şi bulgarii i-am luat sensul exact din greacă, acela de 
„lipsă“, de ceva ce nu e suficient (bulgarii zic ceva asemănător: 
„lipsva“). 

În fine, simbolul M vine de la uovac (monas) — unitate ; t este 
10 (iota — locul 10 în grecescul alfabet — deci vy, cu y pe locul 3, 
este deci 13). 

Iată deci cît se chinuia Diofant pînă scria un biet trinom... 
Ce simplu pare azi... 


Atenţia cea mai mare a lui Diofant a fost concentrată insă 
asupra rezolvării ecuaţiilor nedefinite de tipul ax? + br + c = y?. 
El rezolvă complet cazul în care b = 0 arátind că ecuația ax? + 
+bx+c= y? are soluţii în numere întregi cind a +c este 
pătrat perfect ! 

Chiar si din sumarele elemente prezentate aici se poate deduce 
că Diofant a avut un rol esenţial în dezvoltarea algebrei — atit din 
punctul de vedere al simbolisticii, cît si al achiziţiilor teoretice. 
Matematicieni de îrunte ai secolelor viitoare au reluat si adincit 
rezultatele lui Diofant; nu vom cita decit pe Fermat şi Gauss. 
Acesta din urmă a rezolvat complet una din ecuaţiile lui Diofant — 
scrisă azi sub forma az? + by? = c pe care matematicianul antic 
p examinase doar în citeva cazuri particulare. 


+ 


Acum conform celor promise, o aplicație de cu totul altă factură. 
Dar mai întii, puţină istorie — sentimentală, de astă eati, 
Prin 1969 — în urma unei inspirafil (geniale, cum se zice — 
singura de care am dat dovadă în ultimele două decenii) m-am 
apucat să învăţ ceva statistică matematică. Un spirit malifios ar 
putea spune că ar fi fost și cazul, fiindcă firma de la intrarea insti- 
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tufiei care mă hrănea cu regularitate se chema chiar „Centrul de 
Statistică Matematică“, 

Exista pe atunci în Centru un minicolectiv care se ocupa cu 
aplicații ale acestei misterioase științe în diverse domenii ingi- 
neresti, Calul de bătaie era controlul statistic al calităţii — o ramură 
de frontieră în care se amestecă elemente de inginerie, management 
(organizare şi conducere industrială), matematică și o filozofie 
cu totul proprie. 

Din motivele arătate, treaba nu este prea simplă, fiindcă 
statistica — cum spunea un clasic al acestei discipline W. E. De- 
ming! — nu conţine în ea și modelul aplicării sale. Mare păcat, 
evident, fiindcă experienţa trebuie din nefericire acumulată pas 
cu pas şi pe proprie piele. 

Prin acea perioadă, am început alături de „taica“ Obreha 
(azi apostol binecunoscut al controlului statistic) să bat drumurile 
Neamţului — cum ar zice Hogas — la Uzina de Fibre: Chimice 
de la Săvineşti. În traistă purtam cîteva standarde de control 
statistic si o carte a lui Rancu? și Tóvissi de prin 1963. 

Așa ne-am început cariera de statisticieni ambulanți, vinzind 
pilule de statistică aplicată amatorilor de noutăţi. Începutul a fost 
greu dar piná la urmă cred totuși c-am făcut o treabă bună fiindcă 
după cite ştiu, cărțile noastre de statistică n-au prea avut vreme să 
se umple de praf prin rafturile libráriilor. 

În fine, să trec la subiect. Din sacul nostru cu amintiri legate 
de aplicarea controlului statistic mi-am adus aminte de o problemă 
care se rezolva destul de simpatic cu ajutorul unei simple ecuaţii 
de gradul II. 

Una din fabricile pe la care propováduiam statistica se aprovi- 
ziona cu o piesă de tipul celei din figura 1. Era vorba deci de un corp 


(2) 


Fig. 1 


cilindric pe care erau montate două axe „indentice“ (1) si (2). Produ- 
cătorul dispunea de două linii tehnologice, una care realiza corpul 


! Vezi Glndirea stutistică — operă clasică vodlană (Albatros, 1977) 

* Nicolae Raneu a fost cadru didactic la A.S.E, —Ducureşti si alături de pro- 
fesorul Ludovic 'Tâvissi, unul dintro plonlerii aplicării statisticii m industria țării 
noastre. A murit în 1905 intr-un accident de automobil tn Iugoslavia. 
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cilindric si una care realiza axele. Beneficiarul supunea controlului 
de calitate (corect spus ar fi verificării calitative) pe bază de esan- 
tionare reperele respective, In acest scop, trebuiau demontate axele 
respective pentru a le controla cotele dimensionale indicate. Făcind 
abstracţie de corpul cilindric, un reper este defectiv (adică are cel 
puţin un defect de calitate), dacă apare cel puţin una din 
situaţiile : 

A = {axul (1) defect, axul (2) corespunzător; 

B — faxul (1) corespunzător, axul (2) defect) 

C = {axul (1) defect, axul (2) defect]. 

Notind cu par, probabilitatea ca un ax să fie defect (care repre- 
zintă în realitate aşa-numita ,fractie defectivà" a procesului 
tehnologic în care se realizează axele), atunci probabilitățile eveni- 
mentelor A, B, C sint respectiv: 


P(A) = Past —Paz) ; P(B) = (1 —= PasdPar 5 P(C) = Par 


În acest caz, o pereche de axe — căci de fapt despre aceste perechi 
este vorba — este necorespunzătoare, dacă are loc evenimentul: 


E=AuBuC 


a cárui probabilitate este deci: 


P(E)= p = P(Au BUC) = P(A) + P(B) + P(O) 


întrucit axele sint afectate de defecte in mod independent. Aşadar 
relația devine : 


p = 2 Pa=(| T Paz) + ps m 2 Pas us Pis 


Legătura deci, dintre probabilitatea apariției unui ax necorespunză- 
tor şi cea a montării unei perechi de axe necorespunzátoare pe 
cilindru, este datá de o ecuatie de gradul 11: 


Pas — 2 Paz + P =O 
Apar aici anumite restrictii, atit asupra necunoscutei paz, cit 
și asupra parametrului p: 0< Par<1 si0< ps 1. deoarece ambele 
cantităţi sint nişte probabilità]. Prin urmare, ne vom restrin- 
ge la soluţia: : 
pa =1—VT=p  0<psl e 
care este o funcţie convexă si crescătoare pe domeniul (0, 1]. Grati- 
cul ei este dat în figura 2, 


1 Frac(la detectivă reprezintă practic rapartul dintre obiectele n*corespia- 
zătoare calitativ şi numárul total de obiecte produse în procesul respsetiv intr-o 
unitate de timp stabilită. ` 
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Fig. 2 


Partea interesantă pentru practician este următoarea : bene- 
ficiarul prin controlul efectuat asupra perechilor de axe, „estimează“ 
îracţia defectivá, p, si pe baza relației (^) poate prevedea, care 
este fractia defectivá paz pe care o realizează furnizorul, Astfel, 
tabelul 1 arată, pentru citeva valori ale lui p, evoluţia valorilor 
lui pa ` ' 


P Paz 
0,0004 0,0002 
0,00065 0,0004 
0,001 0,0006 - 
0,0015 0,0008 
0,0025 ' 0,0013 
0,0040 0,0021 
0,0065 0,0033 
0,010 0,0051 
0,015 0,0076 
0,025 0,0126 
0,04 0,0203 
0,065 0,0331 
0,10 , 0,0514 


De exemplu, dacă furnizorul produce 5%, axe defecte, atunci 
conform cu tabelul 1, beneficiarul va sti că trebuie să se aştepte la 
10%, perechi de axe defecte, deci practic la 10% produse defecte. 

lată deci, cum simple cunoștințe de matematică pot pune în 
evidenţă elemente deosebit de utile în practica uzuală a controlului 
calităţii produselor, 
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NELIPSITA REȚETĂ GASTRONOMICA 


Fără ea stricam firma. Aga însă, parcă văd grupuri de cititori 
cu sufletul la gură, scotocind printre paginile aburinde de cerneală 
tipografică, mirifica reţetă (neapărat nouă), marca Vodă. 

Era prin aprilie al lui '84, an de pomină fiindcă peste toată 
piata şi buna noastră Europă s-a abătut un val de aer rece care ne-a 
spulberat bucuria frumoaselor primăveri bucureştene. 

Frig al naibii afară, nu puteam să-mi gonesc „echipajul“ 
in curte!. În casă, cald si bine n-aveam ce mă plinge. Dar cind 
„aia mică“ (Alexandra) zbiară din minut în minut: Vreau apă! 
sau Nu vreau apá! Pune radio“ (şi negația); Vreau foafeca ! 
(nu mai traduc) sau Vreau piciu! (adică pixul) etc. etc., as îi tare 
curios să văd si eu eroii celibatari sau părinţi „la fără frecvenţă“ 
(cum zice dr. Isaic) care se miră că n-am timp să citesc „Comentarii 
la paradoxele lui ICS" sau sá văd ultima piesă a unui autor de 
faimă cel puţin regional-cosmică... 

Pin-adoarme „turma de pisici“ ca să pot trece la lucruri mai 
serioase (fie si statistică), încerc să compun partea hazlie a operei 
ce cu onor ţineţi acum în braţe. Evident, fără nici o legătură cu 
ecuaţiile. Dar după cum am constatat după epuizarea operelor 
anterioare n-am înregistrat nici o menţiune de dispariţie (la 
rubrica adecvată din „RL“) din pricina refetelor cu cafeaua 
sau cu grătarul (vezi respectiv Surprizele şi Vraja). 

Putem deci diversifica subiectul. Povestea (culmea, adevărată) 
începe. Totul a pornit din octombrie '83. Printr-un concurs de 
împrejurări l-am petrecut la Soiia, printre colegii şi prietenii mate- 

maticieni bulgari. 


Era un soare de toată frumuseţea (ca la Bucureşti de altiel) . 


să tot colinzi bibliotecile... 

Dar slujba-i slujbă si drujba-i drujbă (vorba unui clasic) aşa 
că trebuia să-mi rezum distractiile la week-end-uri. Cum sint 
„un tip de casă“ (adică-mi place să stau mai mult în casă), mă 
dedicam în acele zile vizionării TVB si... delictelor gástronomice. 
Explic imediat : îmi permiteam acest lucru fiindcă spre norocul 
meu nu eram cazat la vreun hotel, ci la „ciastna kvartira“ (apar- 


tament privat), prin amabilitatea Academiei R.P.B. 


Pentru cei care au mai dat cite-o fugă pin'la Sofia, le zic că 
stăteam chiar în „buricul“ acesteia, undeva pe Bulevard Stamboli- 
iski, pe lîngă celebrul magazin universal TUM (un fel de „Unirea“ 
sau „Bucur Obor“ al nostru). . 


` 


* 


1 Noţiunea de ,,echipaj" (introdusă de colegul Gh. Ispăşoiu) are următoarea 
intruchipare, extrem de prezentă, cel puţin din punct de vedere sonor : Georgiana, 
Alina şi Alexandra [toate Vodă — spre ne- sau-fe(ricirea)] comifátorilor. 


LI 
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Astfel aranjat, dispuneam de o bucătărie cu toate cele necesare, 
ntr-o sîmbătă imi vine ideea să pap şi eu ceva cald la prinz că mă 
cam acrisem de stilul american cu sandvișuri și bere. Bineînţeles, 
nu mă obliga nimeni la acest regim : puteam frecventa la alegere 
orice „krýcima“1, Dar ca un făcut, cînd ieseam pe stradă nu se-n- 
ghesuia nimeni s-arunce cu „leva“ în mine. De fapt, aceeași stare 
de neagresiune o trăiam si acasă. Aga că, mă mentineam la un 
nivel normal de viaţă, fără excese (efemere) de nabab (evident 
fals !). 

Ce să-mi gătesc, imi zic. Ia s-o mai dau si pe ceva „bez mesó“ 
(fără carne), cu un sos picant stil mexican. Mă-nvirt deci pe la 
TUM și cumpăr niște spaghetti, boia (piper și sare aveam de 
acasă ca tot românul gospodar), un borcan cu pastă de roşii 
nişte caşcaval, telemea, citeva ouă, un pachet cu unt si o butel- 
cutá cu vin roșu. 

Să vedeţi ce macaroane clasa-ntii mi-am făcut ! Iată cum am 
procedat : mai întîi am fiert o oală cu apă în care-am pus un praf 
de sare. Cind a dat în clocot am aruncat în ea spaghetele. Le-am 
acoperit şi-am stins aragazul. Din cind în cînd le-am mai vinturat, 
fiindcă altfel se lipeau și deveneau clisoase. Între timp am încins 
cuptorul. Mi-am pregătit o cratiţă încăpătoare. Am cálit in ea 
puțină ceapă în ulei. Am ras apoi pe fundul acesteia puţin caşcaval. 
Am scurs macaroanele într-o sită şi le-am spălat cu apă rece. 
Într-o altá-cratitá le-am răsturnat si-am început să rad „pre dinsele“ 
telemea, să torn ouă bătute (ca pentru jumári), bulion (indoit în 
vinul roşu) şi să amestec conţinutul. z 

După care, plin de încredere le-am translatat în cratita tapi- 
satá cu caşcaval. Dasupra, am ras iarăși (de data asta fără zgir- 
cenie) caşcaval. Nu vă mai spun ce cantitate uriaşă a ieşit, de 
puteam să invit la festin tot blocul în care vietuiam. Aşadar 
atenţie folosiţi doar 250 grame de spahghetti nu un kilogram sau 
chiar jumătate de kilogram, asa cum am făcut eu ! 


Am pus cratifa cu minunea la cuptor şi-am aşteptat (descin- 
tind o havaná H. Upmann — autentic cubanezá) piná ce s-a for- 
mat crusta aceea prăjită și plină de savoare... (apropó, am uitat 
să vă zic că peste caşcaval am tăiat felii subțiri de unt). 

Sosul mexican e facultativ si... periculos de picaut pentru 
cei neobișnuiţi cu extravaganfele în acest domeniu deosebit de 
dificil care este gastronomia, Se amestecă puțin bulion (tot in 
vin roșu) și se pune boia si piper, Puţină sare si ulei. Se pune la 
foc mic, Se obţine o pastă de-ţi iese părul prin căciulă... 


n. 


Y, Circiumá” (la nol, oarecum argotle deja), Guvintul provine probabil diu 
turcă. 
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Se presară (extrem de economic) pe macaroanele bine coapte. 
Sigur că se poate folosi sila alte soiuri de mincári: sub rezerva 
curajului utilizatorului. 

RECLAMAŢII ORICUM NU PRIMESC 

În concluzie, acompaniafi de un pocal cu ,cervéno vinó" 
(vin roşu), iar la sfîrşit de un „cigaro“ (verdadero cubano), 
garantez că nu mă veţi afurisi. 


Fiindcă tot eram la Sofia, mi-am propus să trag puţin cu 
ochiul și prin revista bulgărească de matematici elementare, 
intitulată „Matematika“. Despre ea am mai vorbit si in Vrajă, 
dar acolo culesesem pentru voi doar năzbitii de geometrie. Acum 
citeva ecuaţii din „Matematika“ să ne facem curaj si să intrăm 
în fine în subiectul cu care vă tot amenint de citeva pagini bune 
încoace. 


P.S. Otra vez! Cum zic hispanicii. 


DE UNDE MAI RASAR ECUAȚII? 


De peste tot. Din fizică, geometrie, optică, inginerie... 
Să dăm măcar un exemplu. Vom prefera geometria fiindcă e su- 
gestivă. lată următoarea problemă : 
„Fie ABC un triunghi dreptunghic (unghiul drept în 
virful A — deci m(A)=909). Pe cateta AB se ia un punct 
'M, iar pe ipotenuza BC un punct N astfel încît : 
1) triunghiul MBN sá fie isoscel; 
2) dreapta MN să impartă triunghiul ABC în două 
poligoane de aceeași arie și acelaşi perimetru. 
Să se arate că: 3 
i) acest lucru este posibil ; 
ii) acest lucru nu este posibil dacă N este luat pe 
cateta AC.“ 
Practic, trebuie să dovedim că există un astfel de triunghi ìn con- 
dițiile 1) si 2), dacă N este pe ipotenuză. Să notăm deci unghiul 
B cu x şi sá-ncercám să-l determinăm. Dacă reuşim, atunci e clar 
că triunghiul ,fiin[eazá", Mai notăm BM = BN = y şi fie ca de obicei, 
laturile AB, AC, BC simbolizate prin c, b si a. Condițiile 1) si 2) 
înseamnă în traducere următoarele relaţii: 


2y=bhe—yska—y respectiv 2y*=bc, 


, Deducem imediat cá 4y--a c b sb c. Inlocuind pe y in cea de a 
" doua relaţie, avem (a sh b + c)? = 8ac. 

Triunghiul fiind dreptunghic, putem scrie că b = a sin x si 
€: gy cos x, Așadar, condiţia de mai sus se poate aduce la forma 
a*(1 + sin x sh cos 1)? = Ba?cos Y, 
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Încercăm acum să obținem numai cos x (si evident puteri ale 
sale). Gu oarecare răbdare (ridicînd la pătrat si făcînd Inlocuirile 
necesare), ajungem la: 


(3cos y — 1)! = (1 — cos? a)(1 sh 2cos v sh cos? x) 


sau 
cos x(cos? x zh 2cos? x +. Dcos x — 8) = 0. 


Bineînţeles, soluţia cos x = 0 este eliminată din joc și deci ne 
concentrăm atenţia asupra celeilalte ecuaţii. 

Avem deci de rezolvat ecuaţia cos? x + 2cos? x + 9cos x — 
—8 290. 

Că există cos x real, asta trebuie să dovedim. Real pentru noi 
înseamnă aici pozitiv si subunitar. 

Dar să notăm mai întîi cos x cu y. Atunci ecuația capătă 
forma y? + 2y? + 9y — 8 = 0. 

Luatá ca atare (deci fără precizarea că y trebuie să fie mai 
mic ca unitatea) ecuaţia de mai sus are întotdeauna o rădăcină 
reală. Asta cred c-o ştiţi: ORICE ECUAȚIE ALGEBRICĂ DE 
GRAD IMPAR ARE CEL PUTIN O RĂDĂCINĂ REALĂ ! Este 
un fapt important si de mare ajutor atit în rezolvarea ecuaţiilor 
cît şi în unele probleme de analiză matematică. Nu mai demonstrăm 
de ce fiindcă este totuşi aproape evident. 

Să facem următoarea aşezare: 


y? = 8 — 9y — 2y* 


şi să notăm z = y? respectiv z = 8 — 9y — 2y?. În planul carte- 
zian (y, 2), prima ecuație este aşa-numita „parabolă cubică“ iar 
cea de a doua formă este parabola „cea de toate zilele“. Trageti 
repede o figură. Veţi observa imediat că cele două curbe se in- 
tersecteazá si că există o rădăcină pozitivă y a ecuației noastre, 
Dacă ati răcut figura cît de cît la scară, veți mai observa. că această 
rădăcină pozitivă este foarte apropiată de valoarea 3/4. 

O să-mi spuneți că modul de abordare al acestei ecuații este 
cam incilcit, Poate e adevărat, dar n-avem ce tace deocamdată: 
după ce vom trece pe la curțile Italiei medievale, lucrurile vor sta 
altfel. Pîn-atunci să continuăm aga băbește. Avem deci voie sá 
punem : 


3 
yz — [, unde 0 < (« 1, 


Înlocuind în ecuaţie, găsim expresia (cam neplăcută la vedere): 


— [? (17/4)? — (219/10) t + 19/64 = 0. 

Este foarte clar însă că — b este „pitic“ si deci prea mare 
pierdere n-o s-avem eliminindu-l. Obfinem deci o ecuaţie de gradul 
II, şi anume (17/4) (?* — (219/10) t + 19/64 =0, 
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Cu ajutorul unui micuţ calculator de buzunar, am păsit că 
rădăcina pozitivă are aproximativ valoarea de 0,02, Deci 


y za COS TR 0,75 — 0,02 em 0,73. 


Se poate deci determina B = 12 arc cos(0,73). Triunghiul drep- 
tunghic căutat există | Fără ecuaţiile de mai sus (chiar dacă le-am 
„tras de păr“ rezolvarea) nu ştiu cum am fi procedat, 
Pentru cazul ii) — deci N pe cateta AC obtinem condiţia 
(a + b + c)? = 8be, care pusă trigonometric, co) duce la (1 «f 
+ sin x 4- cos x)? = 8 sin x cos c şi după un calcul oarecare, ne 
pune pe tapet ecuaţia sin 2x = 16/9 > 1 ceea ce evident. vom 
respinge cuprinși de indignare. 
Iată o “problemă cam de acelaşi tip: 
„Să se arate că există triunghiuri dreptunghice pentru 
care una din bisectoare este egală cu una dintre catetele 
sale“ 
Fie Á unghiul drept, Să alegem la inceput bisectoarea sa, lh 
Formula binecunoscută a bisectoarei ne conduce la: 
PL zr cos(A/2) = /2bc/(b ++- c). 
bc 


^ 


Să zicem cá b este egală cu ia. Avem imediat cV? = b+c sau 

b = (V2— 1) c sau încă b & 0,41c sau tg Ba 0,41. Dacă facem o 
| N l . 

figură să-l determinăm pe B, vom găsi că acesta se apropie de 30°. 

Aşadar triunghiul există. 

Trebuie să vedem ce se-ntîmplă dacă luăm altă bisectoare, 
fie aceasta ip, de exemplu. Nu putem avea decit i, = b, deoarece 
plecînd din același virf cu c, nu mai poate fi egală cu aceasta din 
cauza configurației triunghiului dreptunghic. 

Avem imediat i, = c/cos(B/2) = b sau, printr-o transformare 
simplá,sin C = sin Bcos B/2. -` 

În continuare : 


cos B = 2 sin(B/2)cos?(B/2) 
1 — 2sin2(B/2) = 2 sin(B/2)[1 — sin*(13/2) ]. 


Notind y = sin(B/2), obţinem ecuaţia de gradul III 2y*—2y* — 
—2y sb 1 — O. 

Am ajuns deci la tipul de problemă tratat anterior. Dacă 
apelăm însă la metoda grafică, adică să reprezentăm 2 = y? şi 
respectiv z = y? +h y — 1/2, găsim imediat (vorba vino.) y = 
= sin(B/2) 2 0,40, ceea ce ne conduce la o valoare (aproximativă, 
evident) de vreo 50° pentru B. Importantă nu este însă valoarea 
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unghiului : din această pricină am si tratat-o cu atita imprecizie, 
Important este că triunghiul cu pricina există. 

Nu mai este nevoie, cred, să dovedim prin alte exemple că 
geometria e plină de ecuaţii. Ne oprim aici. 


Stop ! N-am renunţat incă, deoarece am descoperit in arhiva 
lui Al (nu mai are nevoie de prezentare, dar pentru lămurire este 
vorba de conf. dr. ing. Alexandru C. Dorin — vezi Surprizele, 
p. 168) citeva frumoase probleme de geometrie care conduc la 
ecuaţii de ordin superior. 

Nenorocul lui Al e că fiind oarecum vecin cu mine, se pomeneşte 
cu subsemnatul cind ii e lumea mai dragă: ştie cà nare scăpare 
şi cà va ráscoli maldărul de manuscrise vechi in care-și fine 
creații nepublicate din vremea „cătăniei la Gazetă“. Pentru oaspete, 
vizita are duble foloase : şi spirituale (plec cu tolba plină de prob- 
leme sau cărți — care, culmea ! le mai şi inapoiez) si fizice — ca să 
zic asa. Pentru clarificare, acestea constau in degustarea prelungită 
a unei cafelute (preparată nu după rețeta mea, evident — vezi 
aceleaşi Surprize, p. 144) în compania unei havane pe care mi-o 
păstrează numai mie si a unui păhărel cu licoare adecvată. 

Era prin septembrie '84 — tocmai mă întorsesem din concediu, 
de la mare, care concediu numai odihnă nu s-a putut numi. Vremea 
a fost minunată — ca de. obicei prin septembriele ultimilor ani, 
dar cu cei trei „pisurici“ plini de o energie mult prea cinetică pentru 
noi, „cura heliomarină“ s-a transformat repede în rafinată tortură. 
În fine, ce s-o mai lungesc : eu aveam sarcina — nu total ingrată 
de-a adormi pe aia mică (Alexandra) care dacă nu-şi lua portia de 
„Morpheină“, ne scotea pînă seara din toti sáritii. În acest timp, 
celelalte maici si máicute ale tribului o stergeau la ... apă verde. 
Urma etapa de convingere a Alexandrei să-şi pună pijamaua. 
În fine, după ce reuşeam (nu intotdeauna aplicind metodele cele 
mai pedagogice) începea show-ul: 

— Spune-mi povestea! 

— Ce poveste ? 

— Aia cu fata babei... 

— N-o știu p-asta, eu o știu p-aia cu cocoşul si cu moşul. 

— Spune-o p-asta! 

Jatá-má acum in postura de povestitor. Nu ridefi de cele 
ce urmează că nu se ştie niciodată cind o s-ajungeti toți povestitori. 

— «$i a fost odată un moş si o babă, Şi moşul avea un cocos 
și baba o găină (intr-o variantă mai nouă, sună asa : „un mos şi-o 


! Las fantezia cititorului să completeze lacuna de informație, Puțin aer 
conspirativ nu strică pentru o atmosferă depănăteare de amintiri... 
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ALI 


moasá si moşul avea un cocos si moasa avea o cocoagá”, Am mers 
pe varianta clasică fiindcă fugeam de explicaţii suplimentare — 
in plus si deoarece má trăznea un somn tocmai cind incepeam sá 
mormái). 

— ¿si cocoşul nu făcea ouă... 

— Da de ce ? 

— Păi era cocos ! 

— Da de ce? 

— Fiindcă nu era găină, găina o avea baba. 

— Da baba de ce n-avea cocos ? 

— Era săracă, n-avea decit găină. 

— Si mogu” il bătea pe cocos! 

— Păi dacă ştii povestea de ce mă pui s-o spun ? (imi sărea 
mie tandára). 

— Hai spune-o, că nu dorm dacă n-o spuil 

— Si mogul a fugit...nu moşul, cocoşul (rectific cu la timp). 

— Şi cocoşul făcea „cucurigu ! cucurigu ! ... cucurigu !** (de 
„m“-ori, adaug eu) — răcnea personajul presupus de adormit... 

Si uite-asa îmi petreceam dup-amiezile, încilcind biata poveste 
pină ce Moș Ene, milostiv, (după ce se distrase probabil în prealabil) 
mă salva trăgind „obloanele“ lui aia mică pentru vreo două ore... 

Spuneam deci cá revenisem la bază — foarte cătrănit in ge- 
neral, dar extrem de senin la buzunar (deştepţi cei care-au in- 


: ventat bilete O.N.T. doar de 12 zile) şi-după citeva zile avui parte 


/ 


de o mică bucurie : apariţia în colecţia „Ştiinţa si Tehnica pentru 
toți“ a broşurii mele (împreună cu dr. Isaic-Maniu) intitulată 
Ce este calimetria ? Si vorba lui Isaic: cine vrea să ştie ce este, 
dá 3,75 lei la librăria din colt și află ! M-am dus cu un exemplar 
la Al cu gîndul ascuns de-ai smulge cîteva probleme din relicvarul 
său. lată prada: 

Problemă : O semisferá şi un cilindru au volumele egale. În ce 
condiţii suprafaţa totală a cilindrului este egală cu suprafața totală 
a semisferei ? 


Pentru rezolvare, să notăm cu R raza semisterei şi cu r şi G 
raza bazei cilindrului și generatoarea sa. Condiţia dată a problemei 
se traduce deci prin relația 


3 
rriG = 2 Ri saù G == aR: 
3 ar? 


Acum, condiția impusă este dată de relaţia ar? + 2xrh = În. 
Aceasta se mai serie 


2r! e ara = BR! sau Or? ch 4R? ARIN, 


3r? 
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Impàr(im cu R? si punem n = r/R. Avem deci 4 + 6u? — 9u = 0. 
lată deci incă o problemă de geometrie care s-a redus la re- 
zolvarea unei ecuaţii de gradul Il. 

E interesant de văzut dacă există o valoare unică a raportului 
r¡R pentru care este îndeplinită cerința problemei. Dar asta và las 
pe voi să vedeţi. fiindcă huni cititori ai Surprizelor ce sinteți, știți 
să rezolvafi si sá discutati o ecuaţie de gradul III. 

Altă problemă : De data asta este trigonometricá, să zicem: 

„Să se calculeze funcţiile sin r si cos x pentru r = 2z 7. 
Evident, fără ajutorul tabelelor.“ » 

Vom proceda oarecum indirect: calculám tg z si atunci sin r 
şi cos z se obțin imediat ca fiind tg zi + tg? r respectiv 
1/1 4-tg?r. Fie deci 7r = 22 şi tg 7x=0. Scriem tg 7r = 

S g 
(tg4z + tg 31)/(1 — tg 4xtg3r) de unde tg ir + tg 3r =0 sau 
incá : ' 
2tg 2r tglr+tgr 0 
1l—tgi2r 1 —tg2rigr 


3tg 2r — 3tg* 2rtg r — tg/2r tgr — 0 
6(1 — tg? z)* — 12tg? x(1 — tg? 7) — 8tg? r — (1 — tg? a) — 0 


sau, in final: 
tg! r- — 2lig! r + tg? r —7 =Q. 


Punem tg? r = u si deci avem ecuaţia u? — 21u* + 35u — 7 = 0. 
Acum facem o substituție ..hoatá” si anume » = 10u si obţinem 
v?— 2100? 4 3500» — 7 000 = 0. Scopul înlocuirii a fost urmă- 
torul: notind cu P(») membrul sting al ecuaţiei de mai sus, ob- 
servăm cà P(2) < 0 in vreme -e P(3)— O. Prin urm re există o 
rădăcină cuprinsă intre 2 si 3 sau de fapt 0,2 < u < 0.3 ceea ce, 
recunoasteti, e un interval destul de strins. 

Punem acum u = y 4- 0,2 (cu y pozitiv, evident), Avem 
(y + 0,2) — 21(y + 0,2): + 35(y =+ 0,2) — 7 = 0. Cum in dezvoi- 
tare y? va fi foarte mic — fiindcă u nu poate depăşi 0,3 ne 
putem limita doar la o ecuaţie de gradul II, şi anume, —20,4g* > 
+ 26,72y — 0,832 = 0, de unde: 


~ 13,36 — 12,71 
20,4 

deci u, = 0,2 + 0,032 = 0,232. Această rădăcină nu corespunde 

lui tg(2r/7) deoarece 2/7 > 50”. Pentru găsirea adevăratei soluții 

scriem relaţiile u, + U, + us = 21; uuu, = 7 (relative la ecuația 

u? — 21u? + 35u — 7 = 0). Avem deci u, + u, = 21 — 0,232 = 

= 20,708 si usu, = 770,232 x 30,17. Ecuația de gradul Il cores- 
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unzătoare are rădăcinile u, & 1,57 și u% 19,20, Corespunde 
doar u, si deci: 


) m "E > 
tg y = Ju, = Y 1,57 & 1,25. 


De-acum încolo, problema e rezolvată, 
* 


Vreau acum sá vá-nfáfigez citeva rezultate din domeniul 
teoriei ecuaţiilor obținute de matematicienii Chinei antice. De ce 
această alegere — o sá vă spun imediat, 

În decembrie 1984 am avut ocazia să fac o scurtă călătorie 
de studii în Republica Populară Chineză. 

Pe urmele lui Marco Polo deci!... 

Un fel de-a zice, fiindcă drumul din București, la Beijing 
durează acum doar aproximativ 18 ore. 

E cred interesant pentru cititorii noștri să descriu pe scurt 
acest drum — cel puţin la dus — fiindcă într-un fel e într-adevăr de 
neuitat. Sper că am „cuvintele potrivite“ si să nu vá dezamágesc. 

Am plecat într-o duminică seară, pe o vreme nu tocmai plăcută. 
Frig, vînt din toate părţile, doar pasărea de oţel (vorba unei com- 
paratii cam obosite 1) a decolat indiferentă şi sigură pe sine. 

Pasageri erau destui — contrar estimărilor mele că la mijlocul 
lui decembrie mâi stă lumea pe-acasă, pe lingă pomul lui Moş Gerilă 
sau în așteptarea Revelionului. Diverşi specialiști români (geologi, 
ingineri constructori sau electronisti etc.) se duceau să onoreze 
felurite contracte cu partenerul chinez; pakistanezi — unii cu 
familiile — se întorceau în patrie din diferite colțuri ale Europei; 
oameni de afaceri din vest; turiști — mai mult sau mai puţin 
excentrici — și alții. 

Trebuie să vă spum- pentru precizare că ruta (prin aer!) 
București —Beijing, are o singură oprire si anume la Karachi, în 
Pakistan. Vocea standard a unei stewardese ne-a anunţat în linii 
mari cam deasupra căror „petece de lume“ vom zbura : Constanţa — 
Istanbul —Beirut —Emiratele Arabe Unite — o bucată de ocean 
Indían — Karachi — Lahore — Islamabad — Himalaya — desertul 
Takla Makan — deșertul Gobi — Beijing. ` 

Lista părea că nu se mai termină. Spre ruşinea mea (dar poate 
că e ceva omenesc) trebuie să vă mărturisesc că pentru prima oară 
ani s-a făcut frică, Dacă stau să mă gindesc bine am trecut pustietă- 


1 Printr-o pură coincidenţă, la TVR rula tn fiecare luni serialul „Marco Polo“, 

Paria Beijing printre reclamele de filme din oras, mea izbit imediat figura  „tinăru- 

i Marco" în aceeași variantă pe care am văzut-o şi noi. Mai neasteptatá a fost 

nsá descoperirea figurii lul Florin Plersic in chi p de cowboy (era vorba de Márgelatu, 
dintr-o antrenantá povestire semnată de Eugen Barbu). 


23 


Scanned with CamScanner 


a. 


file lichide ale Atlanticului de nu mai puţin 6 ori, dar nici că 
mi-a păsat, Acum simţeam o stringere de inimă gindindu-má la 
„acoperişul lumii“ si la imensitáfile de nisip peste care vom pluti 
nestiuji de nimeni, 

Şi totuşi, acest drum în întimpinarea soarelui e de nedescris. 
La Întoarcere l-am caracterizat ca „fioros“, Probabil că noţiunea 
de frumos nu poate fi asociată cu acest adjectiv, dar impresia mea 
asta a fost, Închipuiţi-vă o atmosferă de o puritate de cristal prin 
care vezi totul ca prin lupă. Închipuiţi-vă globul uriaş al soarelui 
ca o pată de un roșu incandescent invindu-se de după niște colosi 
de piatră inzápezifi, luminind o mare îngheţată care nu e altceva 
decit un gigantic ghețar. Acum inchipuifi-vá o jucărie zburătoare 
de metal avintindu-se cu 1 000 de kilometri pe oră spre virfurile 
nemiscate si ireal de aproape ale masivului numit Himalaya. Linis- 
tea e efectiv percutantá, Fără să vreau mi-am amintit versurile lui 
lon Barbu, care fără să fi văzut Himalaya, a scris următoarele : 


— 


*  „Posomorita lor inlántuire 
Nu e decit un spasm incremenit 
Supremă încordare, de granit 
Venită dintr-o altă întocmire.“ 


Nu cred ca cineva să fi caracterizat mai bine această minune 
inspáimintátoare a naturii. 

Am survolat intre timp celebrul virf K2 (de peste 8 000 metri), 
care parcá se cáznea sá impungá biata noastrá coajá de nucá 
aeriană. Toti pasagerii (chiar si cei mai blazaţi, care făcuseră drumul 
de citeva ori) erau pironifi cu ochii pe minusculele ferestruici ale 
avionului... 

E surprinzător că după această inválmásealá aproape nefi- 
rească de piatră și gheaţă, privirea începe să recepteze deșertul. 
Dintr-un deșert de gheaţă, într-unul de nisip. Dune, dune și iar 
dune... Ore în șir, corabia noastră zburătoare înghite nisip roșiatic. 
Într-un tîrziu, cînd ochii noştri obosiţi incearcă să coboare pleoapele 
zărim în fine un peisaj uman: pămînt lucrat de miîini harnice, 
porfionat, arat, îngrădit, irigat. După un timp, în fine, aterizăm 
cu bine la Beijing, 

Pentru mine a urmat apoi contactul inedit cu matematica 
acestei ţări. Am cules pentru voi, din diferite reviste chinezeşti 
de matematici elementare citeva probleme vechi referitoare la 
ecuații. 

Bineinfeles, am rugat pe colegii matematicieni chinezi să-mi 
traducă în engleză despre ce era vorba, fiindcă deși formulele sint 
universale, totuși comentariile sînt și ele importante. Aici nu mai 
mergea nici o apropiere lingvistică : se pare că doar muzica este 
limbajul cu adevărat. universal. 
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Matematica veche chineză se caracterizează prin concizie. Prin 
aceasta înțelegem că demonstrațiile sînt foarte sumare, iar rezulta- 
tele la diverse probleme sînt date de obicei fără justificare — deși 
nu există nici un rezultat incorect. i 

În ceea ce priveşte problema care ne interesează — cea a 
ecuaţiilor — există o veche lucrare colectivă intitulată Matematica 
în nouă cărți (aprox. sec. II î.e.n.) în care apar: sisteme de ecuaţii 
liniare, ecuaţii de gradul I si II. 

Ecuaţii de gradul III apar mai tirziu in matematica chineză, 
tot via geometrie. Astfel, un matematician din sec. V e.n., Tzu Ciun 
propune următoarea problemă interesantă. 

„Să se rezolve un triunghi dreptunghic dacă se cunoaşte aria 

“sa (A) şi diferenţa (d) dintre ipotenuzá si una din catete“. El dá 
date numerice pentru A şi d și anume: 


A=706L,  q—ag 2. 
50 10 


În limbaj modern, problema se traduce în ecuaţiile 


| zy= A =706 Z 


MUR 9 
2 2_r=d= ES 
| Vz +y? —r-—d-36 10 


Eliminarea lui y conduce la ecuația de gradul III 2z* + dz? — 
— A*Jd = Q. 


În mod curios, soluția dată de Tzu este $14. depractá, 
20 


de altfel), dar fárá a spune vreun cuvint de modul de deducere a 
acesteia. 


Un matematician important al Chinei vechi a fost Van Siao 
Tun (sec. VII e.n.). El a scris o carte interesantă, intitulată Conti- 
nuări la matematica străveche. 


O problemă a lui Van Siao Tun suna astfel: să se determine 
laturile unui trunghi dreptunghic cunoscind produsul dintre o 


- LE - 1 
catetà si ipotenuza ( A=1 337 A precum şi diferența dintre ipo- 
A 4 
: ! > B 1 me 
tenuzá si cealaltă catetă | B=1 10 . Problema se reduce la o ecu- 


alie (nu prea simplă !) de gradul III si anume (t + B) (2Bz + 
+ B*) = A*, unde x este una dintre catete. 
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Van Siao Tun [urnizeazà pentru. datele conerete respective, 
3 
valoarea e == 02 > Retácind calculele, veți constata că soluția 


` 


| | 
dată este corectă, ipotenura rezultiud o iar eealallà— eatetà 


£ 


i 
14 v Un lucru curios este. acela că laturile găsite sint propor- 


ionale cu 143, 024 si 030, 
Chinezii erau maeştri în căutarea unor astfel de proprietăţi, 
De fapt si problema lui Tzu, furnizează laturile triunghiului drept- 


unghie (s. 49 : 4, 9l i) proporționale cu 7, 24 si 25. 
2 S «4 


Algebra chinezească se dezvoltă vertiginos tn evul mediu, în 
special în secolul al NXill-lea. Deşi din punet de vedere istoric, 
perioada este tulbure, avind loc importante mutații politico-sociale, 
dintre care cele de bazà sint războaiele cu mongolii (vezi [30] p. 87), 
care se finalizează cu cotropirea unei însemnate părți a Chinei, 
matematica înfloreşte. 

Acest paradox are loe datorită pasiunii (inexplicabile, desigur) 
conducătorilor mongoli pentru astronomie si matematică. In reali- 
tate, aceşti cuceritori nutreau o venerație vecină cu spaima pentru 
astrologie. Cum singurii care puteau manipula astfel de cunoştinţe 
erau tot matematicienii, aceştia au reuşit să obțină un statut privi- 
legiat, favorabil în final dezvoltării ştiinţei, 

În această perioadă, matematicienii chinezi s-au concentrat 
asupra problemei rezolvării ecuaţiilor binome, a ecuaţiilor oarecari, 
dezvoltind cu multi ani înainte de Horner, cunoscuta sa „schemă“. 

Chinezii operau, de asemenea, curent cu substitulii de forma 
y= kv, yes cub y =10"x etc. 

In ceea ce priveşte „algebra geometrică“, matematicienii 
chinezi propuneau probleme extrem de complicate, care conduceau 
la ecuaţii de grad superior, 

Astfel, se cere să se determine diametrul unui cere dacă dintr-un 
punet dat C al tangentei în A la cercul de diametru AB se duce o a 
doua tangentă la cere astfel ca aceasta să taie prelungirea diame- 
truli AB într-un punct dat-D, 


Alegindu-se ca necunoscută raza cercului, se obține diu egali- 
tatea ariilor a(DAC) și «(OED)  2a(04CQ) o ecuaţie de gradul 
JII și anume 


qa q 3a? == 243 


(unde au fost date AC == 9 şi BD = 9), 
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; 9 
Soluţia data» 2 3) este corectă, dar, din nou, nu ni se spune 


un cuvint de cum se obține aceasta. 

Oricum, acest lucru oglindește faptul că matematicienii Chinei 
vechi ştiau să rezolve ecuaţii de grad superior. Metodele lor erau 
aproximative, dar se pare că nu dădeau gres in „ghicirea“ soluțiilor 
întregi sau raționale, Aceasta nu era chiar atit de surprinzător, 
deoarece cunoscind „schema Horner“, chinezii se descurcau fără mari 
dificultăţi în aflarea acestor rădăcini. 

Desigur, realizările matematicii chineze vechi nu pot fi descrise 
intr-un spaţiu atit de mic. Am incercat să redau doar citeva aspecte 
cu care am venit în contact în scurta vizită pe care am făcut-o în 
această țară deosebit de interesantă. 


LA PORȚILE ORIENTULUI : INEGALABILUL OMAR 


„Acest vas fu odată un biet indrágostil 
Gemind de nepăsarea unei femei frumoase 
1 Iar toarta era brafut ce minglia mihnit 


E f Suavul git, cu-atingeri suave de mătase”! 


Există oameni care-şi depăşesc cu secole vremea in care au 
trăit. Pesemne că asta e o caracteristică a genialitátii. Cu tris- 
tete recunosc că l-am descoperit cu adevărat pe Omar Khayyam- 
poet, filozof și matematician de geniu, destul de tirziu, mai 
concret după ce terminasem facultatea. 

În timpul facultăţii (asta se petrecea cam acum două decenii !) 
căzusem — ca orice român dator să contribuie la zestrea literară 
a neamului — în pasiunea poeziei. Întrucit ca să poli scrie mai 
trebuie să si citeşti, dádusem prin ,excursurile^ mele iu lumea 
poeziei si de o tălmăcire din Omar. Mi se părea genul de poet chefliu- 
trist. Mi-am dat seama mai tirziu că nu era deloc asa. 

Rod al unei vieţi zbuciumate, cu totul ieşită din comu , opera 
literară a lui Khayyam transfigureazá de fapt singura viziune 
realistă, posibilă asupra lumii in care a trăit. E interesant de schiţat 
în citeva trăsături viața lui Khayyam, E foarte necesar pentru 
infelegerea atit a operei literare, cit mai ales a celei matematice, 

Anul nașterii lui Khayyam este incert. Am adoptat cronologia 
lui A. P, Tuskevici fiindcă mi s-a părut comentatorul cel mai serios 


2 Omar Khayyam (1969): Catrene. Versiune românească de George Popa. 
Editura Tinerctului, București, p. 38, 
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al operei lui Ishayyam?, Celelalte lucrări pe care le-am consultat au 
fost fie prea romanfate, fie desprinse de contextul social-istoríc 
in care a trăit marele ginditor. 


Omar se naște în jurul anului 1048, în oraşul Nísapur, in vechea 
Persic (provincia Khorassan), într-o familie modestă, Tatăl sáu 
era mestegugar — mai precis mesterea corturi pentru uzul negusto- 
rilor ce traversau Orientul în lung și-n lat. 


Abul-Fath Omar ibu Ibrahim — acesta era numele său întreg — 
își ia mai tirziu pseudonimul Khayyam (mestegugarul de corturi). 


Urmează școala în orașul natal arde este coleg cu doi tineri 
de-o virstă cu el: Nizam al Mulk și Hassan ibn as-Sabbah. Le-am 
menţionat numele fiindcă ei vor juca un rol important atit în viaţa 
lui Omar cít și în istoria Persiei. 


Conform izvoarelor istorice (poate romanfate — dar oricum 
bazate pe fapte reale), cei trei tineri au făcut un jurămînt să se 
ajute unul pe altul dacă vreunul din ei va ajunge bogat. Nizam 
al Mulk s-a dovedit mai norocos în acest sens. Nu întimplător, 
fiindcă istoria consemnează faptul că era un om de o inteligență 
sclipitoare si de o aleasă cultură sí în același timp dornic să propage 
ştiinţa și cultura în patria sa. Un concurs favorabil de împrejurări 
face ca și sultanul acelor meleaguri, Alp Arslan, să fie un conducător 
cu vederi înaintate. Nizam ajunge vizir — deci un fel de prim-mi- 
nistru — în echivalent actual. Printre primele lucruri întreprinse 
de Nizam este aducerea lui Khayyam la curtea regală, unde ii 
acordă protecţia sa si posibilitatea de a se dedica științei. Este 
perioada cea mai fericită si cea mai rodnică din viaţa lui Khayyam, 

Trebuie subliniat că perioada istorică în care a trăit Omar 
a fost extrem de tulbure. Vă povesteam în Surprize despre rolul 
inváfafilor din Orient în dezvoltarea matematicii: păstrarea si 
traducerea în limba arabă a operelor clasice ale matematicii greceşti, 
impulsul dat cercetărilor de astronomie, cercetarea științifică 
originală în diverse domenii: trigonometrie sferică, medicină, 
geometrie și în special algebră. 


Secolele VIII si IX constituie un punct de culminatie în ceea 
ce privește condiţiile acordate învăţaţilor „întru perfecționarea 
științei lor“ (după înseși vorbele lui Khayyam). 


1 Vezi Omar Halam (1961) : Traktatl, Perevod B. A. Rozentelda. Pod redak- 
(iei V. S. Segalla 1 A, P. lușkevicia, Statia i komentarii B. A. Rozentelda i A. P. luş- 
kevicia, Moskva. și deasemenea A.P, Tușkeviei (1048): Omar Haiam i ego .Alghebra”. 
În : Trudi Instituta Istorii Estetsvovania 1 Tehniki, vol. 11. 
În limba română s-a tradus Istorta Matematicii in. Evul Mediu a lui luskevici 
Ja Editura Științifică, București, 1903. 


Există o traducere în ]. franceză din 1851 a algebrei lui Khayyam cu comentarii, 
datorată lul P. Woepeke. 
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Bagdadul — respectiv califatul din Bagdad — devine centrul 
spiritual al lumii acelei epoci. Europa era cufundatá în bezna 
medievală. 

Dinastia Abbasizilor — căreia i-a aparținut și celebrul Harun 
al-Rashid (786 —809)! a fost prielnică dezvoltării culturale. Astăzi 
pare curios, dar în acele timpuri fără sprijinul vreunui conducător 
luminat, oamenii de ştiinţă mureau efectiv de foame, dacă doreau 
într-adevăr să se dedice doar științei. 

Harun al-Rashid a înființat o bibliotecă uriaşă pe care a 
îmbogăţit-o continuu cu manuscrise de mare valoare aduse din 
Imperiul Bizantin. 

Între 813 si 833 a domnit un alt calif luminat, Al-Mamun, 
creator al unui fel de Academii numită „Beit al-Hikma (lăcașul 
înțelepciunii), in care a reunit învăţaţi din tot Orientul islamic. 

n această academie a lucrat cunoscutul învățat Al-Horezmi 
(Abu Abdallah Muhammed ibn-Musa Al-Horezmi al-Madjusi),* 
care a trăit aproximativ între anii 780 si 850. Al-Horezmi (născut 
în oraşul Horezm de unde i se trage numele) scrie o carte intitulată 
Al-Kitab al-muhtasar fi hisab al-djabr va-l mukabala (carte scurtă 
despre calculul algebrei şi al mukabalei), în care apare pentru 
prima oară numele de „algebră“ — legat tocmai de rezolvarea 
ecuaţiilor de gradul 1 şi 11 (Al-Horezmi nu se ocupă de alte tipuri). 

Secolele X şi NI sînt martorele unor mari prefaceri politico- 
sociale. Se formează noul stat al Selgiucizilor, care in 1055 cucerese 
Bagdadul şi răstoarnă dinastia Abbasizilor. Khayyam trăieşte 


„tocmai epoca consolidării califatelor selgiucide. Piná să ajungă 


la curtea sultanului — la chemarea lui Nizam —, Omar călătoreşte 
prin Asia centrală. Îl găsim la Merv, Ispahan si Rei. 

În 1074, pe timpul domniei sultanului selgiucid Malikshah, al 
cărui vizir este acelaşi Nizam, Khayyam scrie o lucrare intitulată 
hisala fi-l barahin ala masail al-ajabr va-l mukabala (Despre demon- 
stratiile problemelor de algebră şi al mukabalei) în care se discută 
o mare varietate de ecuaţii de gradul 11 şi III, se încearcă o cla- 
sificare a acestora si se dau soluții neaşteptat de ingenioase la unele 
cazuri particulare. 

Khayyam construieşte o teorie geometrică extrem de intere- 
santă menită să conducă la rezolvarea ecuaţiei de gradul IH. 

Am putea afirma fără exagerare că Omar „a trecut pe lingă 
rezolvarea generală a ecuaţiei de gradul II“ —, după cum se 
exprima mai tirziu istoricul matematicii A. P. luskevici, 


! Datele din paranteză reprezintă anii domniei. 

2 Madjusi - mag. În limba bulgară există forme asemănătoare ; maghiosi 
(vrăjitor). Omaghlosen = yrájit, fermecat, În română se zice tot mag (magic, 
magie, magician = vrăjitor ete,), 
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Între timp, sultanul Malikshah îi încredințează lui Khayyam 
sarcina reformării calendarului si conducerea observatorului 
astronomic din Ispahan. PE 

Două evenimente nefericite schimbă radical viaţa și activitatea 
lui Khayyam : asasinarea lui Nizam al-Mulk de către însuși prietenul 
lor comun Hassan si moartea lui Malikshah. 

In paralel cu activitatea sa matematică, Omar scria versuri 
de o tulburătoare profunzime, conferită atit de fondul general uman 
(viaţa, iubirea, moartea), cit și de forma concentrată în catren şi 
de măiestria artistică dată de simplitatea exprimării. Este vorba 
de aşa-numitele Rubayate, care duc faima lui Omar prin veacuri 
mai mult poate decit realizările sale în domeniul matematicii. 

La moartea tristă a lui Nizam ucis de un „prieten“ el scrie: 


„Să ai puţini prieteni. Din tine nu ieși 

Căci prea des falsitatea credinţa ne-o înfringe 
Cind ti se-ntinde o mină, 'nainte de-a o stringe 
Gindeşte-te că poate te va lovi-ntr-o zi." 


Îmi pare rău că trebuie să opresc comentariile cu iz literar 
asupra Rubayatelor, dar pentru ce vrem noi să facem aici cred c-a 
fost suficienti, Oricum, mai trebuie adăugat faptul că după moartea 
lui Malikshah, Omar a fost silit să facă un pelerinaj la Mecca, în 
vederea iertării păcatului de-a fi proslăvit virtuțile vinului si 
frumuseţea feminină. Moare sărac, in 1123 la Nisapur, orașul său 
natal în care peste 800 de ani (mai precis în 1934) i se ridică un 
grandios monument în semn de apreciere a omului și a operei sale. 

Să vedem ce a făcut Omar în domeniul teoriei ecuaţiilor alge- 
brice. 


- În ceea ce priveşte ecuaţia de gradul II, problemele er :u mai 
mult sau mai puţin rezolvate (spun asa pentru că soluţiile co.aplexe 
nu erau luate în seamă). 


Khayyam se concentrează asupra ecuaţiei de gradul III. El 
avansează pentru prima oară ideea că ecuaţia generală de gradul IHI 
nu se poate rezolva în general cu ajutorul riglei şi compasului. 


René Descartes, cîteva secole mai tirziu, reafirmă acest lucru 
(în 1637), dar de demonstrat îl demonstrează tot un matematician 
francez Pierre Vantzel (1814 —1848) însă exact două sute de ani 
mai tirziu. 


Trebuie menţionat că Omar lucra algebră „in cuvinte şi figuri“ 


și cá in transcripție modernă ecuaţiile descrise de el respectau 
principiul omogenitáfli termenilor, ~ 


! “Traducerea Hubayatelor in limbi de circulație mai largă (engleză, franceză, 


germană, rusă) a început abia in secolul al XIX-lea, 
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Astfel a 4- ax 5 b. cra la Omar 2? + p*z = p*q. Iată cum 
rezolva el această ecuaţie. Consideră cercul de ecuaţie zx? + y? = 


== qr si parabola a? == py care se mai pot scrie ba z și res- 
t£ y 
.)E y p! x az 
pectiv = = —— de unde D= = ——- sau pq — x) = x’. Adunind 
y qt a qa 


în fiecare membru p*r avem zi? pix = py. 

Aşadar, intersecția cercului cu parabola dă soluţia ecuaţiei 
de gradul III. 

Evident, aceasta este transcripția algebrică modernă a de- 
monstratiei lui Khayyam. Trebuie amintit foarte apăsat faptul cá 
mâtematicienii antici şi cei medievali nu aveau clară ideea că 
orice ecuaţie algebrică trebuie să aibă atitea rădăcini cit este 
gradul său. Aceasta este așa-numita teoremă fundamentală a 
algebrei, pe care o demonstrează riguros abia Gauss (după încercări 
incomplete ale lui D'Alembert, Cauchy etc.), sute de ani mai 
tirziu. 

Alt caz interesant examinat de Omar este ecuaţia 13 + A = 


= Ba. El consideră pentru rezolvare hiperbola xz? — y? = j^ se 


şi parabola voma arátind că ecuaţia de gradul III poate 


avea două rădăcini (pozitive) precum și unele cazuri imposibile 
(o rădăcină negativă şi două complexe conjugate — în termenii 
nostri). 

Khayyam mai analizează si ecuația a? + A = Br? la care 
/se reduce o celebră problemă a lui Arhimede (vezi „Geniul total"). 
El studiază pentru această ecuaţie și unele relaţii între coefici- 
enfi — de exemplu, dacă YA > B — atunci ecuaţia nu are soluție. 


În fine, pentru ecuaţia de tipul: 
x + Az= BO + C : (9 


Omar considerá cercul 


C 


zi? y=|B+ E t — € B şi hiperbola ya: LAY = De 
A A VA 


Omar deduce imediat, dintr-o construcţie geometrică ingenioasă, 
că ecuaţia (*) are întotdeauna o rădăcină pozitivă şi anume abscisa 


punctului P. l 
în figura 3 avem | BC || = B, [BD] = VA, |AB| = CJA 55 
deci abscisa punctului P este soluția căutată. 
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Fig. 3 


S-ar putea crede cá abscisa punctului A este şi ea o soluție, 
dar acest lucru nu este adevărat. Abscisa punctului A este r — 
= CIA, dar aceasta nu verifică ecuația (*). Ea se obţine ca „rădăcină 
străină“, rod al eliminării lui y din ecuaţiile curbelor considerate 
de Omar. | 

La analiza acestei ecuaţii, Omar ratează descoperirea majoră a 
trei rădăcini reale pozitive ale ecuaţiei (*). El spune — corect de 
altfel — că pentru C/A > B rădăcina pozitivă a ecuaţiei este unică 
dar in. mod curios nu se întreabă ce se întimplă dacă C/A < B. 
Totuși, optimist, el nu disperá, afirmind cá forma generală de re- 
zolvare a ecuației de gradul III „va fi probabil găsită de cei ce 
vor urma“ (tradus după ,Matematiceskie Tractati“, 1953, Moskva, 
p. 19). 

Khayyam s-a întilnit si cu ecuaţii „concrete“ de gradul IV, 
ca de exemplu zi + 21? — 2x? — 2 = 0, despre care comentează 
că deocamdată nu se cunoaște un procedeu de rezolvare a ei. 

Este semnificativ modul în care Omar discuta despre situaţia 
descoperirilor in matematică în momentul respectiv. El nu era 
defel categoric în sensul cá nu se poate rezolva cutare sau cutare 
problemă, ci se exprima prin relativismul realist al adevăratului 
cercetător : probabil că dacă eu n-am reușit în această problemă, 
alții mai tirziu vor reuși; sau deocamdată nu ştim să rezolvăm 
această problemă, 


Păcat că Omar n-a insistat în studiul mai aprofundat al 
ecuaţiei de gradul III. 


Uşor de judecat azi, la distanţa atitor veacuri... Nu trebuie 
să uităm că Omar — după propriile lui cuvinte a fost 
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„martor al nimicirii invátafilor din care nu a mai rămas 
decit o mină de oameni chinuită şi puţin numeroasă. Asprimea 
soartei din aceste vremuri i-a împiedicat să se dedica prefeoționării 
si adincirii ştiinţei lor”. 

Se cuvine poate să incheiem scurta şi evident, palida prezon- 
tare a lui Omar cu un catren al acestui mare creator: 


„Ivirea mea n-aduse nici un adaos lumii 

lar moartea n-o să-i scadă rotundul si splendoarea 

Şi nimeni nu-i să-mi spună ascunsul tile al spumii : 
Ce rost avu venirea ? Si-acum, ce sens plecarea ?" 


Hotărit lucru, Omar nu are dreptate : trecerea sa prin lume 
a lăsat urme de nesters atit în poezie, cit şi în matematică, 


MAGICIENII ITALIENI 


CAZUL CARDANO: EROARE JUDICIARĂ! 


_ Încercările de rezolvare a ecuaţiilor de ordin superior „prin 
radicali“ au rămas în stadiul în care le găsim la Omar, citeva sute 
de ani. Totuşi, algebra in general n-a stat pe loc, A trebuit însă 
să vină Renaşterea, cu energiile ei mobilizatoare în toate domeniile 
artei si ştiinţei ca să inregistrám un progres major în algebră și 
îndeosebi în domeniul ecuaţiilor. 

Ne mutăm locul acțiunii la curțile Italiei medievale. Poate 
e mult spus „Italiei“, fiindcă pe acea vreme Italia era practic 
divizată în zeci de státulete „independente“ (uneori nu mai mari 
ca un oras), de vele mai multe ori rivale economic şi/sau politic, 
care se războiau fie între ele, fie cu diverse „coroane“ străine, 
cum ar fi aceea franceză, spaniolă, germană sau chiar Vaticanul 
însuși. l 

Ca figuri importante ale matematicii pre-renascentiste si renas- 
centiste menţionăm pe Leonardo Pisanus (1180 —1240) — eunos- 
cut mai bine sub numele de Fibonacci, autor al celebrului sir 
1,1, 2, 3, 5, 8,... definit practic prin relația de recurenţă ut, == tan — 
— us, CU U, = us = 1, Concret, termenul general ave forma : 


[fu (1-—YV5)" 
] Un == 7E xd — a . 
y5 ^ E 
„Şirul lui Fibonacci" a apărut in legătură cu aşa-numita lege a 


creşterii organice de care am mai discutat si în Vrajd. Era vorba 
de celebra problemă a iepurilor de casă, Nu vom mai insista deci, 


33 


Scanned with CamScanner 


Fibonacci — în ceca ce ne interesează — mai afirma în lucrările 
sale (şi destul de categorie), faptul că ecuaţia de gradul III nu se 
poate. rezolva numai cu radicali de ordinul II. 

„Ceva mai tirziu, Luca Pacioli (1445 —1514)! contemporan și 
prieten apropiat al marelui Leonardo da Vinci (1452—1519) se 
referá şi el la ecuaţia de gradul 111, subliniind că „pînă in prezent 
ştiinţa algebrei nu a dat metode de rezolvare, după cum n-a dat 
nici în cazul cuadraturii cercului“, 

Pacioli era convins de importanţa algebrei, pe care o numea 
„arte maggiore" — ştiinţă de seamă (de bază), cum am traduce 
liber. 

„În această perioadă, in peninsula italică funcționau o serie 
de universități care treptat isi dobindiseră o meritată faimă: 
e vorba de cele de la Padova, Bologna, Roma, Verona, Milano. 

Se studiau cu precădere filozofia, matematica, medicina, astro- 
nomia (cot la cot cu astrologia !), limbile clasice. Un cititor atent 
al Surprizelor va: pricepe imediat unde vreau s-ajung : la povestea 
ecuației de gradul III. O să-ncerc sá nu repet decit în măsura 
extremului necesar cele spuse despre „goana după radicali“. 

Din fericire pot face acest lucru, gratie unei foarte interesante 

cărţi a lui V.A. Nikiforovskii intitulată Din istoria algebrei secolelor 
XVI—XVII (Moscova, 1979, Editura Nauka). 
. . Am pomenit de ea prin Vrajá. Al dăduse de ea într-un raft 
la „Kretzulescu“ și-a inhátat-o cu gindul la mine. Surprizele erau 
deja apărute, dar cum Vraja și Ecuațiile erau încă-n călimară, 
cartea lui Nikiforovskii mi-a folosit efectiv, prin informaţiile ine- 
dite (eel puțin pentru o bună parte din noi) despre istoria infringerii 
ecuației de gradul III. o 

În jurul anilor 1500 la Universitatea din Bologna activa ca 
profesor de matematică Scipione del Ferro (1456 —1526). Nu se 
știe mare lucru despre viața sa, Catedra de matematică a fost 
condusă de el începînd din 1496 piná ce a murit. A rămas însă 
celebră o istorie legată de ecuaţia de gradul 111 si de numele său. 

În 1505, del Ferro a reușit să dea soluția generală a ecuaţiei 
cubice 2 4 ax = b, cu a si b pozitivi. 

Soluția sa a rămas in manuscris, Totuşi el a comunicat-o 
unui asistent al său, Antonio Maria Fior precum si ginerelui său, 
Annibulle della Nave, 

Din izvoarele istorice pe care le-am consultat [3, 6] rezultă 
că doar Fior (sau Fiore) a sesizat importanţa descoperirii lui del 
Ferro. Astfel, el se lansează în „turnirurile“ matematice zare aveau 
loc în epoca respectivă. Acestea constau de fapt înti-un fel de 
concurs de rezolvări de probleme, multe dintre acestea fiind aspecte 


1 Datele sint incerte. 


[XN 
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noi, nerezolvate încă ale științei matematice din perioada respec- 
tivà. 

Fiore provoacă un astfel de turnir, relativ la rezolvarea unor 
ecuaţii particulare de gradul III. 

Se înscrie ca „oponent“, Niccolò Fontana, zis Tartaglia (1800 — 
1557). Viaţa lui Tartaglia a fost chinuită, De fapt, ,tartaglia" 
înseamnă „bilbiitul“. El s-a născut la Veneţia. În 1512 oraşul a 
fost cucerit de francezi. Asediul a fost singeros. Locuitorii se re- 
fugiau în pivnițe, în biserici cu speranţa să scape de furia asedia- 
toriler. Se pare că nici măcar „lăcașurile sfinte“ nu ofereau pavăza 
necesară unor oameni fără apărare. Refugiat cu părinţii săi într-o 
catedrală, Niccoló căzu victimă parbariei soldaţilor. Tatăl său a 
fost ucis. mama sa a scăpat, dar micuțul Niccolo, în urma unei 
lovituri la cap, a rămas toată viaţa cu această infirmitate. 

Fiind extrem de sărac, n-a putut să învețe multă vreme: 
se spune că de fapt a furat o carte după care a învăţat să scrie. 
După cum arată Nikiforovskii, mama lui Tartaglia n-a avat bani 
să plătească lecţiile sale de scriere decit pînă la jumătatea alfabe- 
tului ! 
Practic, Tartaglia a fost un autodidact. În Quesiti et invenzioni 
diversi (Veneţia, 1546) el spune la un moment dat că „...am învăţat 
singur şi nu mi-a fost nimeni profesor decit singurul tovarăș 
al sărăciei — indeminarea”. 

În 1530, un matematician al epocii, da C6i (sau Giovanni 
Colla sau latinizat, Joannes Colla) propune la turnirul matematic 


rezolvarea ecuaţiilor : 
x? + 6x? + 8x = 100 
a? + 3121 =5 


Tartaglia afirmá cá propunátorul insusi habar n-avea sá le re- 


zolve. 
S-au propus atunci 30 de alte ecuatii diferite, in prezenta 


unui „oficial“ (notar), pentru fiecare ecuaţie depunindu-se 5 „soldi“? 


ca premiu. 
În ziua concursului, Tartaglia rezolvă în numai 2 ore toate 


ecuaţiile | Fiore, în schimb, nu rezolvă nici una. Tartaglia a obținut 
un asemenea succes fiindcă, de fapt, descoperise — independent 
de del Ferro — soluţia generală a ecuaţiei: * 


a*-prdq pq. 


Acest concurs a avut o influență binefücátoare asupra vieţii 
lui Tartaglia ; el a fost invitat să țină cursuri la diterite universități 


1 Monedă Italiană a veacului respectiv ; nu știu echivalentul actual tn dolari... 
| 
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italiene, a avut posibilitatea să serie și să publice clteva Iucrári 
științifice, HER 

Dacă v-amintiţi de cele povestite în Surprize (p. 30), Tartaglia 
a refuzat să divulge secretul rezolvării generale a ecuatiei de 
gradul 111, 

Apare acum În scenă un personaj, cu totul pitoresc, al epocii 
respective : Girolamo Cardano (1501 —1576), 

Deși nu s-a scris un roman ul vieţii acestuia, personalitatea 
sa — ou totul ieșită din comun — ar fi meritat aceasta, Adevărul 
și legenda se îmbină într-un amalgam original în ceca ce priveşte 
viaţa şi activitatea sa. S-au scris totuși citeva lucrări extrem de 
interesante referitoare la viaţa și opera sa. Cea mai recentă pare 
a fi cea a lui M. Fierz, din 1983, intitulată Girolamo Cardano (1501 — 
1576) Physician, Natural Philosopher, Mathematician, Astrologer 
and Interpreter of Dreams, apărută în Editura Birkhúuser din 
Stuttgart, pe care însă, din nefericire, n-am reușit să o văd, In- 
formaţia despre această carte mi-a comunicat-o profesorul M. 
losifescu. Tot el mi-a încredinţat spre păstrare mai lungă o tra- 
ducere franfuzeascá (făcută de un locotenent de marină !) din 1927 
a cunoscutei Istorii a Matematicii de W.W. Rouse-Ball. 


Cardano s-a născut într-o localitate nu departe de Milano. 
Tatăi său era jurisconsult. Conform izvoarelor istorice el era un 
om luminat și de viaţă. Cunoștea mai multe limbi străine, se 
ocupa de matematică, filozofie, traduceri. Era un bun povestitor 
și știa o sumedenie de povestiri fantastice cu demoni, magie, 
animale fantastice. 


Fazzio Cardano — acesta era numele tatălui lui Girolamo — 
s-a ocupat îndeaproape de educaţia fiului. Cardano a ales însă să 
studieze medicina. În 1524, an în care moare Fazzio, Cardano 
primește titlul de doctor în medicină al Universităţii din Padova. 
Se duce să profeseze medicina la Milano. Acolo insă, Colegiul de 
Medicină al orașului îi refuză autorizaţia de practică : motivul 
era acela că Girolamo era în realitate fiu natural al lui Fazzio. 
Evident, era vorba de un pretext, în fapt, colegii de breaslă ai lui 
Cardano erau speriaţi probabil de acesta, datorită multiplelor 
sale cunoștințe, personalităţii sale ieşite din obişnuit. 
Cardano se retrage la Sacco, orășelul său natal, își întemeiază 
, 0 familie. La început, duce o viaţă liniştită, dar o dată cu apariția 
celor trei copii: Giambattista, Clara si Aldo, încep grijile. Practică 
medicina la Sacco, dar această practică are un inceput nefericit, 
doi dintre pacienţii săi güsindu-si sfirsitul. Bineinţeles, este greu 
de spus dacă aceștia au murit din vina lui Cardano. În acele vre- 
muri, „durata medie de viață“ era foarte mică datorită condiţiilor 
de igienă precare, alimentaţiei deficitare, asistenţei medicale prac- 
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tic inexistente. Cine atingea 70 de ani de viaţă era socotit un 


matusalem ! 

În 1534 Cardano încearcă din nou să obţină o slujbă la Milano. 
Abia peste un an reușește să i se dea dreptul de practicare a me- 
dicinei în acest oras. 

După cum plastic se exprimă Nikiforovskii, „in aceşti ani el 
a scris numeroase lucrări în domeniul medicinei, filozofiei, mate- 
maticii si cu cit seria mai mult cu atit se afunda mai mult în sărăcie“ 
(s.n.). 

La Milano, Cardano are norocul să vindece citeva personalităţi 
de seamă şi astfel începe ascensiunea sa și începuturile unei vieţi 
materiale mai bune, care-i permite să se dedice exclusiv științei. 

Astiel, în 1539 publică la Niirnberg (în limba latină) Aritmetica 
practică, lucrare bine primită în Franţa si Germania. 

În 1545 apare principala lucrare a lui Cardano in domeniul 
matematicii, intitulată Ars magna sive de Regulis Algebraieis 
(Marea artă sau despre regulile algebrice), în care sint incluse — 
printre altele — soluţiile ecuaţiilor generale de gradul III si IV, 
ultima problemă fiind rezolvată de elevul său Lodovico Ferrari, 
despre care vom vorbi mai tirziu. - 

Un an mai tirziu, moare — doar în virstă de 31 de ani — 
soţia sa, Lucia Bondareni. 

Se pare că pe planul vieţii personale Cardano a avut parte de 
multe necazuri. Fiul sáu Aldo nimereste în închisoarea datornicilor 
(juca zaruri si cărţi si a făcut o groază de datorii pe care n-avea 
cum sá le plătească). Fiul cel mare este judecat şi spinzurat pe 
baza acuzatiei că și-a otrăvit soţia (in 1560). Cam tot in aceeaşi 
perioadă, într-un acces de furie, Cardano taie urechile celuilalt 
fiu, pe motiv că „nu era suficient de ascultător“ ; Cardano scapă 
de o pedeapsă binemeritată probabil, datorită protecţiei pe care 
i-o acorda însuşi papa Grigore al XII-lea. 

Cardano mai călătorește în Scotia ca medic al arhiepiscopului 
John Hamilton, pe care reușește să-l vindece de o boală grea. 

Trebuie menţionat că în tot decursul vieţii Cardano a fost 
preocupat de astrologie, ajungînd datorită cunoştinţelor (de astro- 
nomie, de fapt) un fel de astrolog oficial al papei. 

Regele Franţei si regina Scoției l-au luat şi ei la rindul lor 
sub protecţie, ceea ce este o dovadă că gloria sa ştiinţilică de medic 
şi astrolog practicant era destul de mare. 

Astrologia fi va aduce totuși neplăceri lui Cardano. În 1554 
scrie o carte intitulată Asupra semnificaiei stelelor în care are 
roasta inspiraţie să includă un horoscop al lui Isus Cristos (aleà- 
tuit de el însuși), Inchiziția reuşeşte pe această bază să obțină 
în 1570 întemnițarea sa. La intervenţia unor prieteni suspusi 
este eliberat peste două luni ; mai ispăşeşte un „arest la domiciliu“ 
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de trei luni gi primeşte recomandarea de a nu mai preda sau a 
mai scrie cărți. 

Gardano pleacă la Roma să se pună direct sub protecția 
papei. În 1573, papa îi acordă o pensie suficientă pentru a se putea 
dedica activităţii științifice. În acești ultimi ani ai vieţii Cardano 
s-a scufundat printre manuscrisele sale, N-a mai predat, n-a mai 
publicat nimic, n-a mai practicat medicina. 

A lăsat foarte multe lucrări nepublicate, printre care și o 
Autobiografie, extrem de interesantă prin modul în care Cardano 
surprinde caracteristici ale epocii respective. 

În 1576, după unii biograti, Cardano s-a sinucis pentru a 
dovedi forța sa de astrolog prooroc, acesta fiind anul în care ar fi 
trebuit să moară. Totuși, se pare că Girolamo își proorocise dis- 
paritia exact la 5 decembrie 1573 — deci cu trei ani mai devreme. 

n fine, toate acestea sînt mai puţin importante. Din scurta 
prezentare a vieţii sale, putem vedea că n-a fost deloc o viață 
obişnuită, ba chiar, am putea spune, foarte agitată. De altfel 
şi epoca respectivă era foarte tulbure. Alături de un obscurantism 
extrem de puternic isi croiau drum noile tendinfe stiintifice, se 
dezvoltau artele si muzica, precum si industria manufacturierá. 

Revenind la problema ecuatiei de gradul III, am mai pomenit 
în Surprize faptul cá în realitate Cardano „n-a furat“ soluția lui 
Tartaglia, incluzind-o fără voia acestuia în Ars Magna. 

Practic el a descoperit la Bologna! manuscrisul lui del Ferro, 
dar care ulterior pierzindu-se, s-a crezut că Girolamo a mințit 
relativ la existența acestuia. Aproape patru secole mai tirziu, 
profesorul italian Ettore Bortolotti a redescoperit manuscrisul lui 
del Ferro si astfel, specialiştii (cel puţin) au putut avea revelația 
faptului că „magicianul Cardano“ a fost acuzat oarecum pe nedrept. 

Desigur, această întorsătură nu scade în vreun fel meritele 

' lui Tartaglia. 

Cardano are însă meritul de a fi investigat ecuația de gradul 
III mai profund decit acesta (pentru detalii vezi A.P. Iugkevici : 
Hrestomatia po Istorii Malematiki, 1976, Moskva, p. 64 şi JK. 

- Bidwell și B.K. Lange, Girolamo Cardano — a defense of his charac- 
ter în „The Mathematics Teacher“, vol. LXIV, nr. 1, pp. 25 —31, 
1971). 

Este poate util să recapitulăm —pe puncte —aceastà incilcitá 
istorie ; 

1) În jurul anului 1515, Scipione del Ferro, protesor la Uni- 
versitatea din Bologna, dă regula generală a rezolvării ecuației 


vd pe q. 


* Călătorie întreprinsă la Inilstenţele tul Glovanni Colla. A tost însoțit atunct 


de elevul său preferat, l'errarj (In 1539). 
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2) Secretul nu este divulgat decît la două persoane (una 
dintre ele: Antonio Fior). 

3) În 1530 are loc un turnir matematic (iniţiat de Giovanni 
Colla) la care se propun spre rezolvare ecuaţii particulare de tipul : 


i? $ pr? = q, Y +q = pr, ar? = pa? + q. 
4) Participă la turnir Niccolò Tartaglia care rezolvă problemele 
în timp record. ; 
5) In 1535 Antonio Fior lansează si el un turnir, provocindu-l 
pe Tartanlin. S-au propus ecuaţii de tipul: 


x + pr =q, Y q= pz, 3? = pz +4. 


6) Tartaglia rezolvă din nou problemele şi propune alte ecua- 
tii pe care însă Fior nu este în stare să le soluţioneze. 

'7) Apare Cardano : scria în acest timp Ars Magna si roagă 
pe Tartaglia să-i divulge secretúl formulei. Acesta refuză. Ulterior 
cedează, dar sub rezerva nepublicării acesteia. 

8) În 1539, împreună cu Lodovico Ferrari, Cardano pleacă 
la Bologna, descoperind manuscrisul lui del Ferro. Cardano publică 
în Ars Magna soluţia lui del Ferro — Tartaglia. 

9) Cardano dă în plus reducerea unei ecuaţii cubice complete 
la o ecuaţie cubică doar cu trei termeni. 

10) Socotit multă vreme „delapidator“ al lui Tartaglia, Cardano 
este „reabilitat“ prin redescoperirea, în 1923, a manuscrisului ori- 
ginal ul lui del Ferro. 

11) În Ars Magna, apare pentru prima oară soluția generală 
a ecuaţiei de gradul IV soluţie dată de Ferrari. 


Ecuația de gradul III, deși aparent simplă, ascunde in sine o 
mare bogátie de idei matematice. 

Să intrăm puţin in lumea ecuaţiei de gradul III. În mod 
normal ar trebui să începem cu rezolvarea ei. Probabil că lucrul 
acesta este deja cunoscut de iubitorii de matematică. Totuşi, 
nu vom ocoli acest aspect. 

Fie deci : 


a,2? + a,x? + dat + as = 0, 4,40, q,€Z, i= 1,2,3,4. 


Cu ajutorul transformării z = y — a4[3a,, facem să dispară 
termenul în y? Ecuația de,gradul III se poate scrie in final deci 


z+pr+q9=0,p,qel. 
Cea mai utilizată metodă de rezolvare a acestei ecuaţii este 


/ cea dată de matematicianul olandez J, Hudde (1628 —1704), care, 
printre altele, a fost si primar al Amsterdamului. 


Ideea lui a fost să serie rădăcina sub forma x = u +» si sá 
scrie apoi identitatea (u4-0)? — 3uv(u + v) — (us + v) = O. 
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Se vede deci că trebuie să avem p = —3uv, q = —(u* + v?) 
sau, de fapt: 


w -p p = —q 
p? 
E 
Alcătuim așadar ecuația de gradul II z + qz —(p/3y = 0 


cu rădăcinile : 
p 3 
ui E +4 B 
3 
pe care le scriem astfel : 


sen 


Obtinem imediat : 
3 


uM? = 
21,277 


AS 
„2 2) 3 2 2 3 
F- 
Celelalte două rădăcini sint x, = au + a?, t, = atu + ap, a şi 
a? fiind rădăcinile cubice ale unității. - 
Ceea ce am scris mai sus poartá numele de formula lui Cardano. 
Expresia : ; 


2 3 
Pel 
el 
poartă numele de ,discriminantul ecuaţiei de gradul III: şi ea 


joacă un rol important în stabilirea naturii rădăcinilor acestei 
ecuaţii. Să examinăm pe rind situaţiile posib ile. 


1) Cazul A =0. Evident, cel mai simplu, dar instructiv. 


Atunci: 
3 ————— 
u= uE 
2 


care se mai poate scrie: 
3 
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deoarece dacă A = 0, atunci 


a 


Din rezolvarea ecuaţiei, știm că: 


Up = —, deci y = 2 ii 
3u 
adică : 
3 2 
[=F], 803 
—9p? £ 
= e. — 3 E = z(= u) 
9q pq p4 p 


Prin urmare z, = u + u = 2u = 3q/p. ue 
Să facem următoarea observaţie: dacă « este o rădăcină 


cubică a unităţii, adică a = (— 1 sk iV3)/2 atunci &* = (—1 — 
— i|//3)/2 si deci: 
2, =UH0U 


+ , (u —vy3 ` 
nie in a uoo EL DER 


"PT uo. (a —)/3 
yp WES 2 
Cum aici u =v, avem deci x; = —u $i 2, = —u, adică za = 
3 B7 
= Te == mE ` A 
p : å 
Iată deci că în cazul A = 0, rădăcinile ecuației z? + px + q = 
= 0 pot fi scrise direct, şi anume, 1, = 3g[p; Xa = Ta = — 3q/2p. 
Exemplu (È: Ya. Okunev, 1951); ecuaţia zi — 12x + 16 = 0 


are rădăcinile x, = — 4 si da = x, = 2. Într-adevăr: 
eret] 
A -l4| El ==) +[-——| = 64 — 64 =0, 
Pika Hia E Ed a 
„deci PME. NC 2515 s d, AME IUE pod. a T 
p —M MEL 


2) Cazul A > 0. De fapt, ca si în cazul A < O există trei 
rădăcini distincte. O demonstraţie frumoasă este prin reducere 
la absurd, Presupunem că rădăcinile n-ar fi distincte, deci cel 
puțin două ar coincide: a, = T: si Ia tı Atunci relaţiile lui 


Vietá dau 2%, + fa — 0, a? 4- 22,5, =p, — 1% = q. 
Ti 
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Avem deci: 
[i 2,2 () 4,2 
Ta = — 21, p= — di, q = 211. 


Priu urmare: à 


NM aaa 


ceea ce contrazice ipoteza Az 0. 

Precizarea în plus la cazul nostru (A > 0) este aceea că numai 
o singură rădăcină este reală. Dacă q > 0, atunci această rădăcină 
este negativă; iar dacă q < 0, atunci ea este pozitivă. 

Să dovedim aceste fapte. Avem deci: 


u= Ņ/ -4+yā 


Fie acum p > 0. Atunci: 
şi deci u este pozitiv, iar 


. este evident negativ. 
Dacă q > 0, avem: 


e e pai 
+a] < 


ME us 
yal, 


iar dacă q < 0, avem inegalitatea „pe dos“, 
Prin urmare, dacă q > 0, atunci [ju] < lo] şi deci z, =uz+h0 
va fi negativ; dacá q < 0 atunci lu] > v şi deci z, va fi pozitiv. 
Sá vedem ce se intimplá dacá p «O0. Ei bine, situaţia se 
menține, deci concluzia enunțată mai sus rámine valabilă. 


3) În fine, cazul A < 0 furnizează trei rădăcini reale distincte. 
Demonstrația e relativ simplă, dar nu banală, 
Dacă A <0, atunci fie A = — A? (A real pozitiv). Atunci 


3 
Us «Mas 
V 5 4l. | 


Íntrucit avem de-a face cu numür complex, (-i* ai A 


N 
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"uim să-l scriem sub formă trigonometricá. 
Batuta mai intti modulul 


ANA 
A 4 27 27 | 
Funcțiile AN 0 sint: 
cos 0 = m sin 0 = £e 0) 
2p P 
Aşadar : 
9 2hr 
u = Paos 8 3r isi 0) 1161 [cos [EZ g isin E ) 
unde k = 0, 1, 2. 
Se observă deci că modulul lui u este 
wa- VI- 
Pătratul său este ue Dar uv = =E deci implicit v = a, 


deoarece ştim că în general uu = |u|?. 
Aşadar : 


s= Hfgl- (eos (^ EE) — isis (2), k= 0, 1,2. 


In final, se obțin soluţiile ecuaţiei de gradul III sub formă 
trigonometricá : 


A T 9 
Tı = 2| Vpl cos A 


AR 0 + 27 

ty = 2|/e]cos —3— 
dr 

Ta = aV ples EE 


unde | Vel = V- 


După cum bine se vede, zu Xa Va € R şi zu 22% Te- În 
plus, ducă q > 0 avem două rădăcini pozitive, iar dacă q < O 


“avem o singură rădăcină pozitivă (remember sin 0 şi cos 0). 
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Acesta a fost un mod oarecum intortochiat de rezolvare tri- 
gonometrică a ecuaţiei de gradul 111. 


Direct, se procedează astfel : se consideră binecunoscuta for- 
mulă : 


0 
cos Q0 = deco — 3cos — 


care se scrie si aşa: 


M 2? mn 0=0. 
3 4 3 4 


0 a 
Se alege ca necunoscută x= 8008 in z'qpr:bq-—0 
şi se obţine: 


a A si. u dw 0. 
3 eg 3 pe 


Identificind cele două ecuaţii găsim imediat : 


de us el, Le Apos 0. 
e 14 p 4 
Prima relaţie este satisfăcută dacă se ia: 


"e 
ec 2] —P 


In timp ce a doua ne furnizeazi : 


cos 0 — ND HIN $ 
-2p — pi 
Existenţa „legală“ a7lui 0 este asigurată dacă p.< 0 şi: 
9g: 


————— < 1 
4p*(— p/3) 
Dar această din urmă relaţie se mai scrie 


e 
274? + Ap! < 0 sau (3 +(5) =A<0. 


Evident, A < 0 trebuie să implice p <0, deci soluţii sub 
formă trigonometrică nu se pot da decit în cazul A < 0, De-acum 


incolo, găsirea soluţiilor z; (i = 1,2, 3) seamănă cu ce-am făcut 
Înainte. 
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Exemplu (Kahane, 1958) : Sá se rezolve trigonometric ecuatia 


x — 21x — 20 =0. 
lema este aleasá pentru 


De la inceput facem observaţia că prob 
tru aplicarea dictată de necesitate, 


. M . 
ilustrarea metodei, nu pen 
ape liber“ că z, = —1, 12 = — 


deoarece se vede cu „ochiul apro 
si Te = +5. 
- Formula lui Cardano ne dă: 
3 
z, = J'10 + 9iy5 + V10 — 9iy3 
unde : i 
* 3 
A = ri «(-5) — 100 —343 — —243 « 0 
2 3 
deci povestea cu trigonometria, merge. 
Se va alege :- 
10 + 9i/3 = p(cos 0 + is in 0) 


in care : 
p? = 343 = 7, EEE EPA 
i V3a3 7/7 
Aşadar : 
3 
AAA > 0 . kr ME 
u = V10 + 97 = ES Dejeu + i sin A Ka ) 
şi? , | ; 
5 : 0 2 - eE 
v = V10 — 9iy7 =17[eos th as asian UP aul 
3 3 
unde k = 0, 1, 2. ` N 
Rădăcinile sint deci: 
0 
z, = 2/7 cos-, z, = 2/7 cos 927 e. 2/7 cos 0-- ix. 
i 3 3 ^ dad 


Acum urmează munca de depistare a lui 0. Avem: 


3 3 > 
Ig cos 0 = Ig 10 lg 7=1 a x 0,845098 = 1,732353 
(s-a consultat o tabelă cu logaritmi — vezi de exemplu culegerea 


de tabele editată de Eliferie Rogai). 
Rezultă (tot din tabele): 


0 2 5713'1l'=> x 19*6'23"*, 
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Atunci: 


| | 0 
PEL 9 us e PA. "08 = AR 
lg 2 == 1g 24 28 ? + dg cos A 


& 0,30103 4 0,422549 4- 1,075391 = 0,69897 | 


Citind ,pe dos" in tabela de logaritmi, avem noroc — cum se 
Spune — şi găsim vı = 5. Ei bine, nu mai are rost sá ne chinuim 
cu celelalte, Am dorit doar să ilustrăm cá se învîrte ceva „creionul 
pe hirtie“ piná găsim soluţia. Bineînţeles, azi problemă rezolvării 
ecuaţiei de gradul III, oricît de „urite“ ar fi rădăcinile, este ceva 
banal dacă se utilizează calculatorul. 


Mergem mai departe. Există şi alte metode de rezolvare a 
ecuaţiei de gradul III. Într-un curs mai vechi de algebră al lui 
Niewenglowski (1921) am găsit un procedeu care folosește aşa- 
numitul „Hessian“ al polinomului de gradul III. 


f(x, y) = aa? + 3bzy, + 3cxy? + dy. 


Nu intrám in amánunte fiindcá vreau de fapt sá revenim la 
semnificaţiile geometrice ale ecuaţiei de gradul III. 

Dacă vă aduceţi aminte, spuneam în Vrajă (pp. 66 —73) 
că ecuaţia de gradul III este intim legată de problema celebră a 
trisecfiunii unghiului. Alături de problema „dublării cubului“ ea 
este una din mostenirile de seamă ale antichităţii greceşti. 

Problema se formulează simplu : dat fiind un unghi de mă- 
rime 0, să se găsească 0/3 printr-o construcţie cu ajutorul riglei 
şi compasului. 

În alt limbaj, fiind date pe cercul unitate punctele de coor- 
donate (1, 0) si (cos 0, sin 0) să se determine punctul de coordonate 
(cos 0/3, sin 0/3). ` 

Trebuie să menționăm că problema trisectiunii unghiului a 
fost clarificată şi „paraclarificată“ încă de multă vreme. 

În cazul general, problema este insolubilă cu rigla şi compasul. 
Există cazuri particulare în care ea este solubilă şi evident (sau 
poate mai puţin evident) există diverse metode aproximative de 
rezolvare geometrică sau procedee care utilizează diverse „meca- 
nisme" (instrumente) de trisecfionare a unghiului oarecare. 


LODOVICO FERRARI 
ȘI INFRINGEREA ECUAȚIEI DE GRADUL 1V 


Rezolvarea ecuaţiei complete de gradul IV are loc relativ 
cam În aceeași perioadă cu acea a ecuaţiei de gradul III. 
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| coh orm scrierilor istorice (Rouse-Ball, de exemplu). Cardano 
infiazá practic pe un elev al său, pe nume Lodovico Ferrari din 
Bologna, talent matematic de mare forță. 

Ferrati (1522—1565) — despre care ħu se prea stie mare 
lucru —a fost, în limbaj modern, asistentul lui Cardano, L-a 
însoțit pe ăcesta in călătoriile sale științifice (de pildă, cu ocazia 
cercetării la Bologna a manuscriselor lui del Ferro), l-a ajutat în 
redactarea monumentalei Ars Magna în care de fapt Cardano a și 
inclus metoda lui Ferrari de rezolvare a ecuaţiei de gradul IV. 

După cum puteţi observa, Ferrari a murit relativ tinăr ; 
se pare că a fost otrăvit din motive sentimentale (vezi din nou 
Rousse-Ball). 

Ferrari a ajuns la soluţia generală a ecuației de gradul IV 
tot în urma unei întreceri publice. 

Conform cu Pietro Cossali (1748—1815), care a scris prin 
1797 o istorie a algebrei, acelaşi Zuanne de Tonini da Cói (poreclit 
si Giovanni Colla) a propus lui Tartaglia o problemá ce conduce 
la urmátorul sistem de ecuatii 


+y+:z=2 
Een 
Dar 
xy = 


(evident in limbaj modern). 
Prin eliminarea lui y si z, Tartaglia obține ecuaţia de gradul 
IV: 
zi + 81? + 64 = 20x* (3) 


(desigur, se pot elimina z si z, dar se obţine tot o ecuație de gradul 
IV si anume y! + 8y? + 64 = 160y). 

Culmea, Tartaglia rezolvă ecuaţia (*) şi-i scrie lui Colla că 
speră să găsească o regulă generală, similară celei pentru graaul 111. 

Colla își exprimă scepticismul şi spune că ecuația generală de 
grad IV „supune la o probă dură pe matematicieni“. 

Venind în contact cu această dispută, Cardano il atrage pe 
Ferrari im rezolvarea problemei. | 

Acesta o rezolvă în timp record, Cardano avind timpul necesar 
să includă metoda în celebra Ars Magna (1545). Următoarea 
apariţie a. metodei lui Ferrari apare într-o altă lucrare, nu mai 
puţin celebră și anume în Algebra Imi Raffaele Bombelli din 1572. 


lată ce zice Cardano în Ars Magna: 
„Fă din 10 trei părţi în continuă proporție, din care prin 


trecerea (ducerea) primei părţi în cea de-a doua, să se producă 6, 
Aceasta o propune Giovanni Colla și zicea că nu poate fi rezolvată, 
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Eu însă ziceam că ea poate fi rezolvată, dar nu știam modul de 
rezolvare pină ce Ferrari l-a inventat“. | 

Citatul este dat după Federigo Enriques! si este direct în 
latină fără traducere italiană. 

Chinuindu-mă să umblu la amintiri — cei doi ani de latină 
făcuţi în școală, cu spaniola mea căpătată pe străzile Havanei, 
cu italiana mea de studiu singuratic si evident cu româna noastră 
cea de toate zilele — am reuşit, cred, să dau o traducere cit de cft 
fidelă. — 

Practic, Ferrari a considerat o ecuaţie de tipul 


tt + nr? 4q = pr, p,q, neR 


pe care, după o serie de artificii convenabile, o aduce la o aşa- 
numită rezolventă de gradul III: 


a 1 e 1 
P + (sva aL n) e + (2g — nl/g)t $ p* — 0, 


care se stie rezolva — via Cardano. 
Să considerăm acum ecuaţia de gradul IV sub forma uzuală 
zi + px? + qu +r =0. Pentru orice A real, are loc identitatea: 


ai ph qz sh z = (04 A)? — [QA — paz + (— Qa + 
+ (2 —1)] 


(ușor de verificat 1). 
Îl vom determina pe à astfel încît să aibă loc relaţia (— q)? — 
— 4(2à — p)(? — r) = 0 (adică discriminantul trinomului din paran- 
teza dreaptá sá fie nul). 
Ecuafia respectivă este de gradul III (rezolventa 1), deci odată 
determinat, se poate scrie / 


(22 — p)? 4 (— q) + (0 — r) = («x + B). 


Așadar ecuația de gradul IV se reduce la (x? + à)? — (ax + 
+P?=0 sau (2? +A Har + B)(zx* +A —ax — B) — 0, adică 
două ecuaţii simple de grad II. . 

Să intrăm în mai multe detalii. Considerăm polinomul gene- 
ral de grad IV, și anume, P(x) = xt 4- ax? q bat Hex + d, si 
dorim să-l transformám astfel ca acesta sá poată fi scris ca diferenta 
a două pătrate perfecte: 


P(2) = Că d Das (2) + ()] sh e - =) s ber d | 


Y Questioni riguardanti le matematiche elementari, Bologna, Zanichelli 


Editore, 1926, p. 420. 
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sau : 
| 2 a? 
QoOP(2) =| t $) ^ [po — ^ t? + cx + d 
A 2 4 | 
Y HT Y 5" . 
Introducem o necunoscută auxiliară z in felul urmátor : 


pp = [i + Jo). der d — 
| 2 4 | 


2| x2? + r)a — 2 
2 
sau Încă: 
ax N2 
P(x) = (2 + Pi me) — (ax? + Bx + y), 
unde evident : p 
a = 2z + a?]4 — b, PB = az —c, y = 2 —d. 


Bineînţeles, polinomul az? + Bx + y este un pătrat perfect, 
dacă B? — 4ay adică: 


(cora a G — d) 


care nu este altceva decit rezolventa in cazul general. 
Facem o observaţie interesantă : dacă z, este o rădăcină ratio- 
nalá a rezolventei de mai înainte si expresiile: 


EREENIES SUIS EAE 
. | 22 42 20, Va — d 


sînt numere rationale, atunci polinomul P(x) = xt + ax? + bz? + 
+ cz + d este reductibil în cîmpul numerelor rationale. 

Iată un exemplu : fie polinomul P(x) = 6z* — 72? + r? — 2. 
Considerăm polinomul înrudit : 


1 7 1 1 

P(x) =- P(x = ooo hagi —— 
6 (7) 6 m 6 3 
și aleátuim rezolventa acestuia : í 


7 y 49 1 1 
pe = 4|2z k -- —- * h 
(mairien raleta 


Sau, prin substitutia 2z = u, obţinem rezolventa 108u? — 18u? + 


ch 144u 4- 25 = 0, 
„Această ecuaţie — nu este greu de văzut — are rădăcina ra- 
fionalá u, = — 1/0 deci z, += — 1/12. 
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Calculám pe rind expresiile : 
e i 


m + 4 ~b = | “eT 144 6 E | 144 12 


= A A 


Polinomul nostru se poate scrie in final P(x) = 6P (a) = 
= (2x? — x 4 1)(32? — 2x — 2), deci este reductibil. 

Alt exemplu : P(x) = zi + 22? — 2r? + 2r + 1. Alcátuim re- 
zolventa (22 — 2) = 4(2z + 3)(22 — 1) sau (z — 1)(2? + 2z 4- 2) = 
— 0, cu singura rădăcină rațională z, = 1. Avem: 


Va -a =F Fi o, |ant E 0-15: 


cum |/5 este irațional, rezultă că P(x) este ireduclibil. 

Desigur, numai pe exemple nu se poate trage concluzia cá o 
anumitá propozitie matematicá este adeváratá. Ar mai trebui si 
demonstratá. 

Haideţi măcar sá enuntám complet acest lucru, fiindcă teo- 
rema — nu e exagerat s-o numim aşa — este destul de importantă, 
deoarece ne arată cînd un polinom de grad IV este reductibil sau nu. 

Propoziția arată astfel: 

Fie P(x) = xt + az? + bz? + cx -+d un polinom de grad IV 
cu coeficienţi rationali care nu adinite rădăcini ralionale!. 

P(x) este reductibil în cîmpul numerelor rationale, cînd rezol- 
venta sa are o rădăcină rațională z,, pentru care cantităţile : 


s iN 
2243» (dà 


sint numere rationale (demonstratia este un fapt clasic si se gá- 
seste în Enfiklopedia Elementarnoi Matematiki, II, Alghebra, GITT, 
Moskva, 1951, p. 178—179), 

Am cerut ca P(x) sá nu aibá rádácini raţionale, deoarece în 
caz contrar acestea s-ar găsi printre divizorii lui (d) si deci problema 
mu mai are haz, 

Evident nu putem sti acest lucru de la început. De aceea se 
merge după schema cu divizorii ultimuiui termem Dacă aceasta 
nu dă roade, atunci pentru descompunerea lui P(x) (adică pînă 


la urmă pentru rezolvarea lui P(x) = 0) se aplică teorema in 


cauză, 


, | 
md 
! Vom explica îndată, de ce această precizare, 
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Amănunte interesante privind ecuaţiile de gradul III si IV le 
mai găsiţi în lucrarea în limba română Teoria calitativă a ecuaţiilor 
algebrice (Editura Tehnică, București, 1979) și care aparţine unor 
matematicieni cunoscuţi, aproximativ de-un leat cu mine. E vorba 
de dr. C. Nástásescu si dr. C. Niţă, autori ai mai multor lucrári 
interesante de algebrá (in special). 


ALTI CONDOTTIERI Al ALGEBREI 
„LUI NEWTON, ÎN EUROPA“ 


Va fi probabil dificil să descriem aici pe toţi cei care au adus 
contribuţii — mai mari sau mai mici — în lupta pentru rezolvarea 
ecuaţiilor. Desigur, ei sint menţionaţi în istorii ale matematicii. 
În ceea ce ne priveşte vom insista asupra unor nume consacrate 
cum ar fi Vietă, Descartes si Newton. Nu vom respecta cronologia 
si nici o rută est-vest sau nord-sud în căutarea acestor ,condottieri” 
ai algebrei. NM l 

Vom începe cu Newton — probabil cel mai bine cunoscut de 
tinerii de pe toate meridianele. 

Faima lui Newton era atît de mare chiar în timpul vieții sale 
încît se spune că odată a primit o scrisoare din îndepărtata Chină 
pe care scria doar atit: „Lui Newton, în Europa“. 

Newton a fost prototipul omului de știință pentru care nu 
există nimic altceva decit setea nestăvilită de cunoaștere și munca 
fără odihnă. | 

Pe seama lui circulau tot felul de anecdote: 

1. Ca membru al Parlamentului n-a vrut să ia niciodată 
cuvîntul ; cînd totuși a fost rugat, a cerut... să se închidă geamul 
fiindcă era curent... 

2. Era atît de distrat încit atunci cind a vrut să-şi fiarbă 

un ou și-a pus ceasul de buzunar în oală şi se uita la ou ca să vadă 
cîte minute să-l fiarbă... 
| 3. Odată, plecind de-acasă a lăsat un bilet în uşă: „Sint 
plecat — revenifi mai tîrziu“. Intorcindu-se, a văzut notita si a 
plecat, S-a reîntors într-un tirziu și şi-a dat seama seama că de 
fapt el pusese biletul... 

Poate că unele sînt exagerate, dar contemporanii lui Newton 
l-au descris într-adevăr ca prototipul savantului distrat. 

Contrar acestei însușiri, Newton avea un spirit practic deosebit 
de dezvoltat : experimentele sale în domeniul fizicii si opticii do- 

..vedesc o ingeniozitate ieșită din comun. 
' Newton s-a născut în 1642 si a murit la 85 de ani, in 1727 
deci, A dus o viaţă relativ retrasă, De gospodăria lui avea grijă 
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o nepoată care a lăsat scrise citeva amintiri despre marele savant. 
Desigur, descrierea ei era cit se poate de favorabilă ; oricum aflăm 
că Newton a fost un om cu o sănătate de fier, pînă la adinci bă- 
trinete nu i-au căzut nici părul nici dinții şi n-a folosit niciodată 
ochelari. 

Contemporanii îl descriu ca invidios si circotag. Pare curios, 
fiindcă e de presupus că alţii ar fi avut mai multe motive să fie 
invidioşi pe el. E adevărat că Newton a avut lungi dispute cu 
Thomas Hooke (1635—1703) si cu G.W. Leibniz (1646—1716) 
referitoare la prioritatea asupra descoperirii legii gravitaţiei și 
calculului diferenţial şi integral. Si mai interesant este faptul că 
disputele au continuat aproape 100 de ani după stingerea din 
viață a lui Newton. 

Newton a activat intens pină la virsta de 50 de ani. După 
aceea s-a preocupat de editarea operelor sale, de uriașa corespon- 
dentá pe care o primea din toată lumea, de probleme ale Societății 
Regale de Ştiinţe al cărui membru de conducere era etc. 

În fine, să trecem acum la creaţia lui Newton în domeniul 
algebrei, în special în ceea ce priveşte ecuaţiile. 


Principalele rezultate ale lui Newton în această ramură a 
matematicii sint -incluse în lucrarea sa „Aritmetica generală“, 
(1707). 

1) Regula semnelor : Dacă o ecuație are numai rădăcini reale» 
atunci numărul rădăcinilor pozitive este dat de numărul variațiilor 
de semn de la + la — şi de la — la +, restul rădăcinilor fiind 
negative. Astiel, pentru ecuaţia (exemplul lui Newton) : 


ai — T? — 19x? + 49x — 30 = 0 


avem șirul semnelor + — — + — deci trei rădăcini pozitive şi 
una negativă (într-adevăr, rădăcinile sînt 1, 2, 3 şi — 5). 
2) Numărul rădăcinilor complere: Ecuația generală : 

AoT” + MT he Fa = O. 
are cel puțin atitea rădăcini complexe tite schimbări de semn 
există în şirul: 

a 1 n—1 be 0.6 2  n—2 

0» us $ » Uy > Gata. . 

R51 pla 

n— 1 

1 


2 
. Q3 — Maly, ... 


2 2 
em Ait 08 ad, 2 
n 


! Tradusá în 1, rusă în 1948 sub egida Academiei de Științe a U.R,S.S. sub 
titlul Vscobsciata Arifmetika, 
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3) Transformări de ecualii : Newton lucra curent cu trans- 
formüri de ecuaţii de tipul: 


d y = 1-4, y = ka (san) 
y= r k 


(desigur, unele dintre aceste transformári erau cunoscute si de 

alți înaintași sau contemporani al săi), SIRE o 

4) Sume remarcabile : Dacă zi, Za ..., 7, sint rădăcinile ecuaţiei: 
apt” + 412771 4... F anat + 0, = 0 


i se notează: 
, S, = tı + z: e $ Za 


Sa = 2} + 23 dee dx 


Sa = 13 + 12 +F o ka 
atunci există relația de recurenţă : 
S, + 4,8, F 458, 4 +... + na, = 0 
cu ajutorul căreia se pot calcula S, (i = 1, 2, ..., n) în funcţie de 
coeficienţii ecuaţiei. 
i Sumele respective au primit numele de „sumele lui Newton“ 
e” - desi, de exemplu: 


| S = ah m he ba > 


„i 


a; 
do . 
este prima dintre sumele lui Vieta. 
9) Margini ale rádácinilor: Newton arată că expresia : 


2n+1 
Vi UESTRE perm + Sin) 


aproximează cea mai mare rădăcină pozitivă a ecuaţiei şi respectiv 
cea mai mică rădăcină negativă. | 

Una dint e cele mai importante contribuţii ale lui Newton 
În teoría ecuaţiilor este cea legată de rezolvarea aproximativă a 
acestora (vezi paragraful special amenajat). 


Pentru tinerii care se pregătesc să înfrunte „balaurii“ exa- 


menelor de intrare la diferite facultăţi, sumele lui Newton sînt 
electiv utile, 


) 
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Vom exemplifica acest lucru alegind o problemă din cunoscuta 
culegere Nástásescu-Nità-Brandiburu- Joița. 

Problema sună cam asa: 

„Fie ecuația 1? + r + m = 0 unde m € R. Să se determine 
m astfel incit zj + ġġ + r = 10, unde z,, r,, r, sint rădăcinile 
ecuației“ (p. 85, problema 54). 

Sá facem observatia cà solutia datà de autori — desi ingeni- 
oasă — presupune mai multe artificii, care dacă nu-ţi sar in ochi 
pe moment, esti.. candidat la anul viitor! 


Sumele lui Newton ne scot. din impas printr-un simplu proceden 
mecanic. Mai întii să scriem ecuaţia generală de gradul III, a,r’ + 
+ a,1? + a,x + a; = 0, şi să remarcăm că a, = 1, a, = 0, a, = 1 
sia, — m. 

Sumele propriu-zise le vom scrie astfel : 


aS: +a,=0 

a,$, + a,8, + 2a, = 0 

7048; + dS: + asS, + 3a, = 0 

aS: + 4,8, + 4,8, + aS, + 43, = 0 

0,8; + aS: + a,S, + a,8, + a,S, + 58, =0 


e 9" 9 9 o >o o ò 9 o >ò >o e . > . > ọọ e 


Evident, in cazul nostru a, = a; = 0, deci putem deduce 
pas cu pas: 


Sı = 0, S, = —2a, = —2, S, = — 3a, = — 3m, 
S, = — a,8, = 2m, S; = — a+S, — a,S, = 5m, deci 
Ti h 24 + 4 = 5m = 10 
de unde m= 2. 
Simplu, nu ? Dacă veţi zăbovi puţin asupra sumelor așa cum 


sint scrise mai sus, veți remarca şi regula mnemotehnică de des- 
fășurare a acestora, aşa că nu veţi mai avea probleme. 


Tot aşa se poate rezolva eficient şi problema 42 (p. S4) din 
aceeași culegere care cerea să se arate că dacă Ij, Ta, Y, sint rădă- 
cinile ecuației z? + pr + q= 0, atunci avem; 


12(1 -b 23 b 2D) = RARA (d dz uei 


(in carte e o mică eroare tipografică : apare minus în loc de în- 
mulfit în membrul al doilea) și 


3(zi H Ti H x» H T3 P = S(r? h r? H (at E rt ih oif. 
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ARTIFICIUL LUI DESCARTES 


+  Despre Descartes sau Cartesius, de unde se trage şi denumirea 

de coordonate carteziene, am mai vorbit prin Surprize şi prin 
Vraja. Ceea ce o să expunem aici este rezolvarea ecuaţiei de gradul 
IV printr-o metodă care-i aparține, | 

Considerăm deci ecuaţia generală de gradul IV, adusi după 

binecunoscutele transformări la forma cea mai simplă, şi anume, 
ai + ma? + nr p = 0, pe care vom încerca s-o descompunem 
in produsul a douá trinoame de gradul II, adică vt sp ma? + nz d 
+ p = (22 + az + d)(x? + at + by). > 
Efectuám calculele în membrul drept si identificim, Obfinem 
sistemul 

a+ 0,70 

b +b, + aq, m 

ab + ab, = n 


bb, = p 


Arta cc istá deci în eliminarea a trei necunoscute din evadruplul 
(a, dı, l, bı). Avem — acum începe artificiul lui Descartes — a, = 
= —a, b+b,=m+4,b—b, = —nfa şi scriem produsul 
òb, în felul următor: 2 


LI 


.) bbi =L 16 + d — 6 = bat] 


deci ajungem la ecuaţia în a?, 4p = (m + a?)? — n2Ja?, Notind 
pentru ușurință a? = y, găsim o ecuaţie de gradul III, y? -h 2my? + 
+ (m? — 4p)y — n? = 0, care reprezintă de fapt aşa-numita 
,Tezolventá” a ecuaţiei generale de grad IV. 

. „După cum ne spune istoricul sovietic al matematicii, V.A. 
Nikiforovskii, în realitate, Descartes n-a arătat explicit cum a 
ajuns la rezolventă. Procedeul a fost reconstituit de matematici- 
anul olandez Francisc van Schooten (1615 —1661). 

Schooten a fost unul dintre editorii „Geometriei“ lui Descartes 
care a apărut în limba latină (ediţia a II-a), la Amsterdam în 1059. 

Mai amintim aici că numele de „rezolventă“ a fost întrebuințat 
pentru prima oară de marele Euler, 

Să facem acum un mic comentariu: dacă notăm polinomul 
rezolventă cu f(y), avem f(y)= — n? < 0, iar pentru o valoare 
4 Suficient de mare (si pozitivă, evident), semnul lui f(y) va fi 
dictat în fina] de y’, deci putem scrie f(A) > 0. (se consideră ca de 
regulă aici coeficienții m, n, p reali). 

Întrucit f(0) < 0 si f(A) > 0, deducem că există o rădăcină 


reală pozitivă, y, Relaţia a: == y, conduce la o valoare reală 
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pentru a, care conduce la rindul ei la valori reale pentru «;, b si b,. 
Exemplu numeric (Arghiriade, 1902 (3)). Sá se rezolve ecuația 
ui + 4u? -+ bu? +- 4u + 4 =0. Mai întii trebuie să scăpăm de ter- 
menul in u?, Așadar, cu substitufia u = xr — 1, obținem z! — z* 4 
+ 2x = 2 = 0, deci m = — 1, n = 2, p = 2 şi deci rezolventa 
devine y? — 2y? — 7y — 4 = 0, care se vede cu ochiul liber că 
admite pe — 1 ca rădăcină. O simplă schemă Horner ne aduce 
încă două rădăcini: tot — 1 si 4. Aşadar, vom lua a? = 4 deci 
a = 2 şi a = — 2 care dau b = 1 si b, = 2. Trebuie deci rezolvate 
ecuațiile zx? — 2x + 2 = 0, z? 4- 2x + 1 = 0. După cum vá astep- 
tati, renuntám la această plăcere. 

Contribuţia lui Descartes la dezvoltarea algebrei nu se opreşte 
însă la acest artificiu. Există o teoremă dată de el care pare destui 
de importantă atunci cînd se studiază rădăcinile polinoamelor 
de grad superior. Această teoremă se enunţă astfel: 

„Numărul rădăcinilor pozitive ale unui polinom cu coefi- 
cienti reali este cel mult egal cu numărul variațiilor dir 
șirul format cu coeficienții polinomului și diferă de acesta 
printr-un număr par.“ 
Este desigur necesară o discuţie. În primul rînd, să spunem că doi 
coeficienţi consecutivi din polinomul : 


f(z) = az" Ha +... H d, a d- da 


prezintă o „permanenţă“ dacă sint de același semn si o „variaţie“ 
(sau variatiune) dacă sint de semne contrarii. Prin numărul de 
variatiuni se înțelege numărul de schimbări de semn în şirul format 
cu coeficienții polinomului, neluînd în seamă coeficienţii nuli. 

Un polinom are un număr par sau impar de variatiuni, după 
cum coeficienții extremi sînt sau nu de același semn. Dacă avem 
un număr par de variatiuni, plecînd de la a, vom ajunge la a, 
cu același semn, iar dacă avem un număr impar, atunci ajungem 
cu semn schimbat. 

Demonstrația teoremei lui Descartes se găseşte în orice curs de 
algebră superioară, asa că n-o s-o mai reproducem aici. De fapt, 
într-o excelentă lucrare publicată tot la „Albatros“ se face un 
amplu comentariu relativ la această teoremă (vezi Polinoame și 
ecuații algebrice de L, Panaitopol și I.C. Drăghicescu, Albatros, 
București, 1980, p, 94). 

Vom reţine din aceste comentarii citeva implicaţii importante : 

1) dacă în locul polinomului f(x) va fi considerat f( — x). 

atunci numărul v, al variațiilor acestui polinom va repre- 
zenta numărul maxim de rădăcini pozitive ale ecuaţiei 
f( — x), deci numărul maxim de rădăcini negative ale lui 


f(x) =0; 
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2) dacă v este numărul de variații ale lui f(x), atunci f(z — 0 
are cel mult v + v, rădăcini reale, deci are cel putin n — 
— (P + e.) rădăcini complexe, n fiind gradul lui fín : 

3) dacă un polinom f(x) are toate rădăcinile reale, atunci 
numărul rădăcinilor pozitive este egal cu numărul varia- 
fiilor (v) ale coeficientilor săi, iar numărul rădăcinilor ne- 
gative este egal cu numărul variațiilor (v,) ale polinomului 


f( — 2). 
Exemplu, Considerăm ecuația f(x) = x? — zr + 1 = 0 si dorim să 
vedem in ce situaţie se află rădăcinile. Avem f(— x)= — r° + 


xk 1 deci v = 2 si v, = 1. Aşadar ecuaţia are 0 sau 2 rădăcini 
pozitive si sigur o rădăcină negativă. 

Alt exemplu. Fie f(x) = zi + 2z* + 7x — 9. Avem v = 1 deci vom 
avea cel mult o rădăcină pozitivă. Cum d,= 1>0 si a = 
= —9 < 0, există o singură rădăcină pozitivă si numai una. 
Pe de altă parte f( — x) = xt — 22% — 7r — 9, deci v, = 1, adică 
f(x) va avea o singură rădăcină negativă şi numai una. Deci in 
concluzie, f(x) = 0 are două rădăcini reale şi două rădăcini com- 
plexe conjugate. 

Iată deci cum teorema lui Descartes ne poate spune (în unele 
cazuri) lucruri destul de precise în ceea ce priveşte natura rădă- 
cinilor unei ecuaţii de ordin superior. 

Teorema lui Descartes nu poate furniza însă unele amănunte 
de tipul „cîte rădăcini reale ale lui f(x) = 0 se află într-un interval 
dat", sau să ghiceascá numărul rădăcinilor reale ale unei ecuaţii 
de tipul: 


l'z—1i—y8—z- z— 2, 


care in final se reduce (vezi Panaitopol-Drüghicescu, p. 101) la a 
determina cite rádácini reale ale polinomului f(x) = zi —Su + 
+ 20r? — 24x + 20 „zac“ în intervalul [1, 4]. 

Pentru probleme de acest tip apar în arenă alli „condottieri“; 
Despre aşa ceva vă recomand cartea lui Arghiriade [3] sau mai 
aproape. de anii nostfi, lucrarea de la Albatros, deja citată. 

Sar deci peste rezultate cum ar fi „teorema Budan-Fourier“ 
sau „șirul lui Sturm“, deoarece scopul declarat al operelor noastre 
albatrosiste nu este reproducerea unui curs de algebră, ci doar 
evidenţierea părţilor istorico-anecdotice şi imediat utile din acest 
domeniu aventuros care este teoria ecuaţiilor, 


ENIGMATICUL VIETĂ 


"n 
N 


Franciscus Vietà (sau François Vidte, cum il mai ştim noi) 
a avut o viaţă relativ agitată — desi informaţiile exacte despre 
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aceasta nu sint prea bogate. E suficient să vă spun că a debutat la 
19 ani ca avocat, apoi la 27 de ani (născut în 1540), deci în anuk 
1567, a devenit membru al Parlamentului din Rennes, ca apoi 
prin 1573 să-l găsim „consilier“ al Parlamentului din Bretania, 

Citeva cuvinte despre aceste „parlamente“; dacă aţi citit 
cumva palpitantul roman istoric „Regii blestemaţi“ de scriitorul 
francez Maurice Druon (tradus în românește prin 1971 la Editura 
Cartea Românească din București), vă mai aduceţi aminte poate 
că unul dintre acei regi, și anume Filip al IV-lea (poreclit cel 
Frumos), a înființat niște curţi de judecată în fapt, pe care le-a 
numit parlamente. Acestea fiintau în provinciile Franţei din acele 
vremuri și aveau rolul dificil dea micşora puterea feudalilor care 
se opuneau centralismului reprezentat atunci de rege. După cum 
spune şi scriitorul mai sus amintit, Franţa. era probabil singura 
ţară din apusul Europei unde ideea de națiune, de stat centralizat 
isi croia drumul prin anarhia feudalilor. Să nu uităm că vorbim 
de sfirşitul veacului al XIII-lea, Filip cel Frumos stingindu-se din 
viață prin 1314. 

Prin jurul anului 1580, Vietă devine consilier particular al 
regelui Henric al III-lea (1551 —1589), fiind în realitate „decrip- 
torul“ (sau criptologul) curţii regale. 

În urma unor intrigi de palat — cum se spune —, Vietă e 
dat afară din slujba sa de criptolog (in 1584). Se pare că a scăpat 
totuși „ieftin“, fiindcă pe acele vremuri, viața unui om nu conta 
prea mult. De regulă, rivalii din preajma atotputernicilor zilei 
căutau să se elimine mai mult la propriu decit la figurat. 

În anul 1589 îl găsim din nou la curtea lui Henric al III-lea, 
dar nu pentru multă vreme, fiindcă exact în acest an însuși regele 
cade ucis de pumnalele vrájmasilor. 

Faima lui Vietă ca „decriptor“ era destul de mare. Succesul 
şi-l datorează descilcirii unui cifru de 500 de semne folosit într-o 
scrisoare adresată curţii regale spaniole de  potrivnicii regelui 
francez. | è 
Și totuşi, pasiunea cea mare a lui Vietă era matematica. 


Deşi se apucase de timpuriu să publice diverse rezultate, 
perioada cea mai fecundă din creația sa au fost cei 4—5 ani cit 
a ;șomat“ ca decriptor. În acest răstimp el a aprofundat operele 
clasicilor antici (Apollonius în special, dar şi Arhimede, Euclid $3 
Diofant), s-a pus la curent cu cercetările din epoca sa (Tartaglia, 
Cardano, Bombelli etc.) şi a putut finaliza opera sa cea mai im- 
portantă, Introducere în arta analitică, 


După "Pbi, d lui Henric al III-lea, îl regăsim pe Vietà la 


curtea următorului Henric, celebrul Henric al IV-lea (1553 —1610), 


căruia scriitorul german Heinrich Mann i-a dedicat un monumental 
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roman (in românește, la Editura 
Bucureşti, 1968). 

Un cunoscut istoric al matematicii (tot german), H.G. Zeuthen, 
cedă o scurtă întîmplare din viaţa lui Vietă, petrecută la curtea lui 
Henric al IV-lea. Din păcate n-am avut ocazia să consult cărțile 
lui Zeuthen : nu-i vorbă că neștiind nemteste, tot n-aş fi priceput 
mare lucru. Aşa că am apelat la o traducere în limba rusă — via 
același Nikiforovskii. 


Pe scurt, iată care era istorioara : prin noiembrie 1594, Vietă 
se găsea la Fontainebleau, la curtea regelui Henric al IV-lea. 
Într-o zi, ambasadorul olandez solicită o întrevedere cu regele și 
printre altele s-a ajuns și la o discuție asupra matematicii. Amba- 
sadorul i-a spus regelui că printre personalităţile curții franceze 
nu se numără nici un matematician, asa cum în Olanda este, de 
exemplu, Adriaan van Roomen (1561—1615). 

Acest van Roomen (zicem noi, acum) a adresat lumii matema- 
tice a timpului o provocare (de genul celora ce se practicau în 
Italia — vezi episodul Tartaglia-Colla), de felul următor: 

Să se rezolve ecuaţia x — 451% + 945x211 — 12 3002*% +... 
<h 7 811 37522 — 1 138 50027 + 95 63425 — 3791? + 45x — A = 


== 0, unde: aie al 
EEES 
4 16 8 64 
Printre matematicienii cărora le era adresată scrisoarea cu această 
oribilă ecuaţie, nu se număra nici un francez. . 
- Se spune că regele Henric, enervat oarecum de insolenta 
ambasadorului, i-ar fi spus : „Şi totuși, noi avem un matematician 
-şi chiar mare. Chemaţi-l pe Vieta I" 
Se zice, de asemenea, că Vietá a citit pe loc scrisoarea cu 
, „ecuaţia lui van Roomen si că pe loc a „ghicit“ o soluţie. A doua zi, 
„spre mirarea tuturor, Vietă a mai găsit încă 22 de soluții. Mai mult, 


“el a dat si o extrem de elegantă interpretare geometrică „ororii“ 
lui van Roomen. Vietă a mai arătat că pentru: 


A = Vo 2 Hf xy 


O soluție scrisă elegant este: 


pentru literatură universală, 


:-Va Vs i a H3 


“Trebuie sá recunoasteti cá performanţa lui Vietà nu-i deloc oare- 
care. Cum a reușit el să dea de capăt ciudatei ecuaţii ? 
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Secretul constă în faptul că Vietă a investigat diferite cazuri 
particulare ale dependenţei sinusului unghiului ny în funcţie de 
sinusul simplu de y. În formulare modernă, dacă notăm z = 
= 2 sin y şi A = 2 sin ny, atunci avem formula: 


n(n? — 1) "m n(n? — 1)(n2— 9) "AN 
4:6 4.-6-8-10 


Dacá vom alege numárul fatidic n = 45, atunci vom vedea cá, de 
exemplu, coeficientul lui x? este: j 
45(45? — 1)(452— 9) 

4.6-8-10 


A = ng — 


= 95 634 


şi deci enigma „tip criptografic“ începe sá se dezvăluie... 

Vietă a redactat si un răspuns la provocarea ma tematicianu- 
lui olandez, în 1594, pe care l-a intitulat emfatic „Răspuns la 
problema pe care Adriaan van Roomen a propus-o tuturor mate- 
maticienilor lumii“, în care a dovedit că, de fapt, A este latura 
poligonului regulat cu 15 laturi înscris într-un cerc de rază 1, 
adică arcul subintins de două raze ce unesc capetele unei laturi 
este de 360° : 15 = 24. Prin urmare, x se poate exprima cu ajutorul 
unor unghiuri de tipul 8: 15 si deci soluţiile ecuaţiei cu pricina 
sint: i 

zinc. Cp 14 Q, k=1,2 


45 


Vietà n-a considerat si solutiile negative. Oricum, era destul. 
Primind un astfel de răspuns strălucit, van Roomen a ţinut să-l 
cunoască personal pe faimosul rezolvitor si in anul 1601 a venit în 
Franţa, special pentru această întîlnire. Se spune, de asemenea, 
că Vietà a fost incintat de prețuirea pe care i-a arătat-o van Roomen, 
incit i-ar fi plătit acestuia drumul de reîntoarcere in patrie (pesemne 
că si pe-atunci, deplasările în străinătate costau ceva parale). 

În 1603, Vietă moare la Paris, lăsînd in urmá-i o sumedenie 
de manuscrise matematice, Acelaşi Francise van Schooten publică 
mai tîrziu, la Leyda, întreaga operă matematică a lui Vietă. 


Bănuiesc că tinerii cititori (dar probabil nu numai ei) nu prea 
cunoșteau aceste aspecte din viaţa și activitatea celui care în mod 
invariabil ne vine în minte doar prin „relaţiile“ sale între rădăcinile 
și coeficienţii unei ecuaţii de grad oarecare, Nu mai repetăm aici 
aceste relaţii, fiindcă ele vor mai apărea — vrind-nevrind — pe 
parcursul lucrării, 

Mai interesant este să arătăm acum modul în care Vietă 
rezolva ecuaţia generală de gradul 111, Procedeul lui este foarte 


22 
sip dă, 
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simplu. Consideră ecuația de forma a? -p 3pr = w și efectuează 
substitufia p = ul + xu adică x — (p — u*) &. Introduce apor în 
ecuaţia dată: 
(p— ut, 
ui i tt 
şi obţine în final: 
(0)? + Zu? -- pt = Q 


care este o simplă ecuaţie de gradul H în w, Revenind la substi 
tutia făcută, determinăm uşor pe x. Ecuația de gradul l1 de mai 
sus este de fapt o „rezolventă“ a ecuaţiei de gradul UL 

Ar fi desigur mult mai multe de spus despre realizările mate- 
matice ale lui Vietá. Ne vom opri aici dar cu rugămintea de a 
consulta Vraja, paragraful „O mică doză de algebră geometrică” 
Vă veţi reintilni acolo cu enigmaticul rezolvitor al ecuației de 
gradul 45 ! 


NICIODATĂ NU SCAPAM DE EULER 


Dacă veţi deschide orice carte de istorie a matematicii, la 
orice capitol al acesteia (algebră, geometrie, teorie a numerelor ete.) 
un „invariant“ va fi sigur prezent : Leonhard Euler (1707 — 1783). 

Euler a fost probabil unul dintre cei mai productivi oameni de 
ştiinţă din toate timpurile. Spun oameni de ştiinţă, fiindcă Euler 
n-a fost numai matematician. A abordat probleme de mecanică, 
astronomie, inginerie şi în toate aceste domenii a lăsat pecetea 
geniului său. 

Conform istoricului matematicii Dirk Struik [30], în decursu? 
vieţii sale Euler a publicat 530 de lucrări (cărți şi articole). După 
moartea sa, Academia de Ştiinţe din Petersburg a continuat publi- 
carea manuscriselor sale încă timp de 47 de ani ! S-a ajuns astfel la 
un număr de 771 de lucrări, dar istoricul suedez Gustav Enestróm a 
completat această listă, ajungindu-se la SS6 lucrări ale marelui 
matematician. Desigur, nu cantitatea contează — cel putin in 
matematică — dar in cazul lui Euler este greu de spus care din 
lucrările sale este mai „slabă“. Acelaşi Dirk Struik subliniază că şi 
modul de redactare si notafiile lui Euler sint „aproape moderne", 
desi tot el spune că, de fapt, noi sintem aceia care utilizăm încă 
stilul lui Euler, notafiile noastre fiind euleriene si nu invers ! 

Euler s-a născut la Basel în Elveţia, la 15 aprilie 1707, Tatăl 
său a studiat matematica cu nu mai puţin cunoscutul Jacob Ber- 
noulli (1654 —1705) : la numai 13 ani Leonhard intrà la Universi- 
tatea din Basel pentru a studia cu fratele acestuia, Johann Bernoulli 


61 


Scanned with CamScanner 


(1667 —1748). În 1725, fiul lui Johann, Nicholas Bernoulli (1695 — 
1726) pleacă la Petersburg, la invitaţia Academiei de Științe din 
capitala Rusiei, Euler îl imită, dar nu din pur spirit de imitație, 
ci datorită faptului că, practic, în Elveţia natală nu reușește să-și 
găsească un post. Academia din Petersburg, ca de altfel si „rivala“ 
sa ştiinţifică, Academia din Berlin, căuta să ofere protecție și posibi- 
litáti de studiu celor mai valoroși oameni de știință din Europa 
veacului respectiv. 

Între 1727 şi 1741 îl vom găsi pe Euler la Petersburg : la 26 de 
ani i se conferă titlul de academician, este membru în „comisia de 
conducere“ a Academiei (un fel de „prezidiu“, cum am spune noi 
astăzi) si devine efectiv conducătorul școlii matematice ruse. 

Două secole mai tirziu, academicianul sovietic S. I. Vavilov, 
vorbind despre începuturile Academiei rusești, spunea : „alături de 
Petru cel Mare, şi Lomonosov, Euler a devenit geniul bun al Acade- 
miei noastre, i-a dat slavă, forţă si productivitate.“ 

La Petersburg, Euler își publică lucrările în „Memoriile“ 
Academiei, intitulate ,Comunicárile Academiei Petropolitane“ 
(titlul se tipárea in limba latină, limbă științifică internaţională 
a secolului respectiv). 

„Un eveniment tragic are loc în viaţa lui Euler in 1735: isi 
pierde vederea la un ochi, iar celălalt ochi este si el afectat de o 
boală necunoscută. În jurul anilor 1740, în Rusia încep o serie de 
frámintári sociale și politice. Țarina Anna Leopoldovna nu reușea 
:să mențină liniștea în țară. Multi învăţaţi străini încep să 
părăsească Academia. În 1741, Euler pleacă la curtea lui Frederic 
cel Mare, regele Prusiei. Din acel an si pînă în 1766 îl vom găsi pe 
Euler la Academia din Berlin. 

Din nefericire, în 1756 Euler pierde definitiv si al doilea ochi. 
Între timp, în Rusia vine la putere împărăteasa Ecaterina cea Mare, 
care pune ordine în activitatea social-politică și dă un nou impuls 
dezvoltării științelor. Euler se reîntoarce la Petersburg la invitaţia 
expresă a împărătesei. Era anul 1766. Din acest moment, el nu va 
mai părăsi Petersburgul. Deși orb de 10 ani, faima lui Euler în loc 
să scadă, a crescut neîncetat. El avea o memorie excepțională, 
făcea calcule uriașe în gînd, fără nici o greșeală, putea lucra în orice 
condiții (zgomot, muzică etc.), Unul dintre numeroșii săi copii 
(Euler a avut 9 copii) devenise un fel de secretar al său care-i 
redacta lucrările și se îngrijea de publicarea acestora. Din 1766 
si piná la moartea sa in 1783, Euler a activat la Academia din 
Petersburg. Nu e o exagerare a istoricilor matematicii cînd spun 
că Euler a murit în plină forfá creatoare: au trebuit să treacă 
aproape 50 de ani ca toate lucrările sale să vadă lumina tiparului. 
În 1983, cu ocazia împlinirii a 200 de ani de la moartea sa, Academia 
de Ştiinţe a U.R.S.S, a organizat un Congres Internaţional festiv, 
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cu care ocazie au fost prezentate operele complete ale lui Euler, 
traduse în limba rusă (menţionăm că Euler a scris lucrările sale 
in latină, franceză si cîteva in germană). 

Contribuţia lui Euler la dezvoltarea algebrei a fost imensă. 
Evident, nu e scopul nostru aici s-o trecem pe toată în revistă. 
Un articol sintetic pe această temă a fost prezentat în GMF-B 
nr. 9, 1957, pp. 449 —455, an în care s-au implinit 250 de ani de la 
naşterea sa. ` 

Vom căuta să discutăm acum cuceririle lui Euler în teoria 
ecuaţiilor. Prima lucrare a lui Euler consacrată teoriei ecuațiilor 
a apărut în „Memoriile“ Academiei din Petersburg pe anii 1732/33 
(efectiv aceste memorii au apărut de sub tipar cu 5 ani întirziere, 
deci în 1738) — vezi Istoria lui Wieleitner ([39]) p. 49). În această 
lucrare, el introduce noţiunea de ecuație rezolventă (aequatio resol- 
vens) şi reușește să arate că rezolvarea ecuaţiilor de gradul II, III, 
şi IV se reduce la rezolvarea unei ecuaţii cu un grad mai mic. 

Considerind ecuaţia de gradul III, a? + px + q = 0, Euler 
substituie : 


r=YxX + YY, i 
regăsind în final formula Tartaglia-Cardano, iar pentru ecuaţia de 


gradul IV zt az? J- bx? J- cz 4-d — 0 
substituind : | _ E 
| a= YX +VY 412 

sau chiar mai simplu xr —X-- Y +Z, 
reuşeşte să dea o soluţie originală pentru rezolvarea acestei ecuaţii. 
Ar fi interesant să prezentăm această metodă. Fie deci ecuaţia de 
gradul IV redusă at p na? + pr+q=0 sifie z—u-rvzdt. 
Ridicind la pătrat avem gz? — (u? + v? + (2) = 2 (uv -+ ut + ov). 
Ridicind încă o dată la pátrat, avem zi — 2 (u? + v? + t)r? — 
— 8 uvtz -+ (u? 4- v? + 12)? — 4 (uv? ++ wl + vt) = 0. 
Identificind cu ecuaţia inițială, obţinem sistemul 

sto qu — 1/2 à 

uto 4- u2l: h pat == (n? — 4 q)/16 

u*p?[? = p2/64 
care conduce la ecuaţia de gradul III (cu rădăcinile u?, v?, (3) 3 


i 


n ” 1 | pA | Arv Ro 0 
Ppt (n 40: H^ 


Prín urmare, printre cele opt. numere 


qum du vt 
03 


ea, 
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patru sînt rădăcinile ecuaţiei date, produlsul uvt trebuind să fie 
egal în cazul nostru cu p/8. 

Celelalte patru numere sînt, în mod corespunzător, rădăcinile 
ecuaţiei zi + na? — pæ + q = 0. Dacă vom efectua substitutia 
åz = A vom observa că rezolventa găsită de Euler, coincide cu cea 
dată de Ferrari prin procedeul său (vezi ,Condottierii”). 

Să ne aducem acum aminte de metoda lui Descartes de rezolvare 
a ecuaţiei de grad IV. Avem deci ecuația zi + pz? + qr+r=0 
pe care o reduce de fapt la produsul a două polinoame de grad II, 
zi + pz? + qx +r = (a? + az + D) (x? + ax + b), si cu substi- 
tutia a? = z gáseam rezolventa z? + 2 pz? + (p? — 4 r)z — q? =0, 
care nu e deloc departe de rezolventele Ferrari-Euler. 

Facem aici o mică discuţie. Dacă 2,, £z, Zz, £4 sint rădăcinile 
ecuației initiale, avem z, + £: + T; + t, = 0. 

Întrucît „—a“ este de fapt suma a două rădăcini oarecare, a 
poate avea 6 valori două cite două egale si de semne contrare (deoa- 
rece a = + Vz, a = + yz, si a= + yz. 

Așadar, cele 6 valori ale lui a pot fi + (x; +23), + (m +> 
cx) + (Za + 2,) 


sau, cum am spus mai inainte : 


+ Vz, + Vz, + yz. 


deci : l 
A — — ga 
z, st 3. = + Vz, 1, + x = t [za ti + t = |z 
Prin. însumare, obținem : 
1 a săi da 
f, = ¿E Va x Vz + Vz). 
V 
Ajungem din nou la 8 valori din care convin doar 4. Alegerea 
celor 4 valori se face astfel: se ține seama că: 
Lalala F mQT.T, Y 2,8484 F Tatt = — q 
: ^ 3 $4. An 39 
(zi + 23) (0, + £3) (34 + 2) = 1i H Ti: H 20% + tit + 
H Cilag H LaLola F Llata F VENA 
Lu 9 
+ ata + aio, + ajo. = ail + YY + rat) — 0 


rezultă 


(2, + Ta) (8, + Ta) (8, tH t) = —q 


. $i prin urmare, semnele radicalilor în expresiile 1, + T, = Ya... 
trebuie astfel luate incit produsul celor trei radicali sá dea intot- 
deauna —Q. 
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Așadar, vor rezulta rădăcini ale ecnafiei de gradul IV sub 


forma : 
1 p = -r p.m r= 
aura az Ya —Vz + Vz) 


«e 


1 — a T 1 -- — = 
2 = Va + Va + Va) T. = zi ial — Y za — Yzx 

Euler a crezut că succesul va fi asigurat printr-o substituție 

de tipul: up "E 
=/X4+YY +1Z24fUu 

şi pentru o ecuaţie de gradul V, X, Y, Z, U, V fiind rădăcinile ecu- 
atiei rezolvente de grad IV. 

În treacăt fie spus, Euler conjecturase in 1732 că rădăcinile 
polinomului de grad n ar fi: 


Tt = Lx. — ix, EMITE EM 


unde X, (i = 1,2,...,n — 1) sint rădăcinile unei rezolvente de grad 
n — i. 
Lucrurile păreau așa, mai'ales că pentru cazurile II, III, 
IV, metoda lui Euler dăduse roade. | 
Tenacitatea lui Euler era deosebită. Orb fiind, el reuşeşte 
să arate că ecuaţia z5 — 2 625 x —61500 =0 are rădăcina: 


x = 756 + 4110) + 22565 + 11110) + 


+ Y 225(35 — 11110) +3/756 — 34710). 
. De asemenea, Euler a arătat că ecuaţia de tipul 2 — abr? + 
+ 5a?bz + ab + ab? = 0 este rezolvabilá prin radicali. 

„Într-o epocă fără mijloace mecanice de calcul este într-adevăr 
uimitor cum Euler, doar cu puterea minții sale, a reuşit perior- 
manfe ca aceasta de mai sus. 

Din pácate, eforturile lui Euler n-au condus la mult rivnita 
soluție prin radicali a ecuaţiei de gradul V, dar conjectura sa a 
pus în miinile lui Niels Abel (1802—1829) tocmai instrumentul 
prin care se poate aráta cá rádácinile ecuatiei de gradul V NU 
sint de forma z =VX, +.. 


“DIN IRONIILE ISTORIEI MATEMATICII : 
ECUAȚIA LUI PELL 


Nu sint prea dese cazurile cînd o descoperire stiintificá făcută 
de cineva să fie atribuită altcuiva care nu s-a ocupat deloc de aceasta. 
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Un caz cu totul ieşit din comun în acest sens este şi acela al celo. 
brei ecuații a lui Pell, 

John Pell — matematician englez — a trăit între anii 1610 si 
1685, Ca lucrare mai importantă a sa citm Controverse usu pta 
adevăralei măsuri a cercului (apărută la Amsterdam În 1047), lu 
care el aduce citeva contribuţii notabile la dezvoltarea trigonome- 
trici, Printre altele, Pell demonstrează arhifolosita azi formulă: 


ES ye Lg?.c 


desi matematicienii arabi cunoșteau formulele pe care noi le seriem 
azi sub forma: 


a 


sin + =2sin=co0s=, COS t = 2 cos? = — ] 
: 2 2 


Să vedem care este istoria acestei „ecuaţii Pell“. Cunoscutul 
matematician francez Pierre Fermat (1601 —1665) pune unui prieten 
al său — tot matematician — pe nume Frenicle de Bessy (1602 ? — 

71675) următoarea problemă : 

„Dacă a este un număr întreg care nu este pătrat perfect, 
există soluţii întregi (x, y) ale ecuaţiei aa? + 1 = y? 9" (Fermat, 
1657). 

Cum Frenicle nu reușește s-o rezolve, Fermat face „o circulară“ 
cu această problemă, aducind-o astfel la cunoștința lumii ma- 
tematice a vremii sale. 

Doi matematicieni britanici — lordul W. Brouncker (1620 — 
1684) preşedinte al Societăţii Regale de Ştiinţe (Royal Society — 
Academia de Științe a Marii Britanii) si nu mai puţin celebrul 
John Wallis (1616:— 1703) rezolvă independent problema lui 
Fermat. Soluţia a apărut publicâtă în 1658. 

„Fermat afirmase — fără să demonstreze — că ecuația cu 
pricina are soluţii. 

Wieleitner [39 p. 76] menţionează că vechii greci au rezolvat 
unele cazuri particulare și că indienii au dat „o soluţie genială“, 
dar fără justificarea teoretică necesară. 

Lucrurile păreau uitate, pină cînd marele Euler, aproape opt 
decenii mai tîrziu, a început să se preocupe de ecuaţiile diofan- 
tice, fiindcă putem considera ecuaţia lui Fermat drept diofanticá 
de ordinul II. REA 

Euler arată (în 1732) procedeul de deducere al unei infinitáfi 
de soluţii întregi ale ecuaţiei ax? + bx q cs y? (deci ecuaţia 
Fermat se obține pentru b — 0 si c= 1) dacă se cunoaşte o 
soluție a ecuaţiei respective. 

"Ceva mai tirziu, Lagrange (în 1769) tratează cazul general : 


az? sh bay sh ey? de + ey + [=0 
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şi analizează soluţia dată de Wallis pentru cazul b — 0, c — — 1, 
d = 0, e= 0, f = 1, adică tocmai pentru ecuaţia propusă de Fermat. 

În mod curios, în lucrările sale, Euler numește ecuaţia ax? + 
+ 1 = y? drept „ecuaţie a lui Pell" şi datorită autorităţii sale de 
necontestat, de-atunci încolo, ecuaţia propusă de Fermat a primit 
numele lui Pell — deşi în lucrările acestuia din urmă nu apare în 
nici o pagină vreo referire la o astfel de problemă. . 

Desigur, Euler a fost probabil victima unei confuzii. Cert est 
că literatura matematică a preluat si perpetuat peste veacuri 
numele lui Pell. Eireste, Pell nu are nici o vină, atribuirea făcută de 
Euler a fost „post-mortem“. 


N-avem de gind să trecem în revistă toate rezultatele in le- 
gătură cu ecuaţia lui Pell. Vom menţiona faptul că si in „Gazeta“ 
noastră au apărut citeva articole interesante. As menţiona „Asupra 
rezolvării în numere naturale a ecuației ax? — by? = 1“ de T. Andre- 
escu si D. Andrica GM anul LXXXV, nr. 4/1980,: pp. 146—148 
in care autorii demonstrează următorul fapt interesant: 

„Dacă ab = K?, Ke N, K > 1, ecuaţia ax? — by? = 1 nu 
are soluţii în numere naturale“. 

Autorii numesc rezolventă de tip Pell a ecuaţiei ax? — by? = 1, 
ecuaţia u? — abu? = 1 cu ajutorul căreia rezolvă ecuaţia Pell mai 
generală de mai sus. 


Iată exemplul lor: 6x? — 5y? = 1. Cea mai mică soluţie în 
numere naturale se vede ,, cu ochiul liber“ : x —1, y = 1, Rezolventa 
Pell este deci u? — 30v? = 1, a cărei „cea mai mică“ soluţie in 


-numere naturale nu se vede cu ochiul liber dar se poate verifica : 


£=11l, y = 2, 
Solutia generală a rezolventei Pell este: 
Up, = 11 u, + 60 v, 
"Dar = 110, +2 Un 


unde u, = 11, v, = 2 (evident sînt o infinitate de solutii). 
Soluţia generală a ecuaţiei propuse este: 


Ta = Un cs D v, 
Yn = Un ++ 60, 


(ar trebui urmărit articolul respectiv pentru detalii analitice). 

Interesant este faptul că deşi ecuaţia de tip Pell pare de domeniul 
algebrei, teoria numerelor („regina  matematicii^ — cum o 
numea Gauss) o ‘revendică pe bună dreptate, fiindcă în esenţă 


“rezolvarea acesteia se bazează pe profunde cunoştinţe de arit- 


metică teoretică, Nu întimplător si autorii articolului menţionat 
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indică la bibliografie doar cărţi de... teoria numerelor: Sierpinski 
(1964) : Teoria elementară a numerelor (în engleză, apărută la 
Varşovia) şi traducerea în română a lucrării cunoscutului matema- 
tician sovietic I. M. Vinogradov Bazele teoriei numerelor (Bucureşti, 
1954). 

Celălalt articol despre ecuaţia lui Pell pe care vreau să-l po- 
menesc aparține unui tînăr elev (la acea dată, 1978), Banea Stefan 
din Braşov, intitulat sugestiv : „Ecuația lui Pell si studiul unor 
triunghiuri cu elementele exprimate în numere întregi“ (GM, Anul 
LXXXIII, nr. 8/1978, pp. 326 —328). 

Autorul se ocupă de triunghiuri cu laturile ex primate în numere 
întregi, alese consecutive: a = n — l,b=n, c= n + 1. Evident 
n A 2 deoarece triunghiul cu laturile 1, 2 si 3 nu există. Se pune 
problema găsirii altor elemente remarcabile ale triunghiului expri- 
mate tot in numere întregi. 

Sá ne oprim pentru inceput la aria triunghiului. Formula lui 
Heron ne conduce la expresia : 


Ba în V3(n2 — 4). 


Evident, pentru ca S să fie un număr natural trebuie să avem 
n? — 4 = 3K?, keN şi k par (pentru divizarea cu 4). 
Prin urmare rezultă n = 2q. Alegem k = 2m şi ajungem la ... 
ecuaţia lui Pelll: 
q —3m2=1. - 
Cea mai mică soluţie este q = 2, m=1. Alte soluţii : (7, 4), (26, 15), 
(97, 56) ... Notínd cu T, triunghiurile de laturi (n—1,n, n+1; 
nf 2) avem deci triunghiurile T,, Ti, Ts2 si Tis, care au si aria 
exprimatá ca numár natural. 

Tinárul autor mai studiazá si cazul ináltimilor, medianelor, 
bisectoarelor, razele cercurilor înscris şi circumscris. 

Se dovedeşte că R (raza cercului circumscris) nu poate fi intrea- 
gă pentru nici un triunghi de tipul T. 

În fine menţionăm în încheiere că Legendre (1752 — 1833) a 
expus în detaliu și foarte clar metoda generală de rezolvare a ecua- 
fiei lui Pell într-o lucrare din 1797 intitualtá : Eseu asupra teoriei 

“numerelor, 


ALTE „CIUDĂȚENII“ DESPRE ECUAȚIILE 
DE GRADUL III SI IV 


Unii dintre cititorii operelor mele elementaricesti mi-au scris 


(sincer îngrijoraţi) și m-au întrebat dacă nu sint cumva bolnav 
„de nervi, Alţii, mai diplomaţi, m-au luat pe departe: ar fi păcat 
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să-ncetați de tinár (Uinár cu derogare, zic eu) activitatea „cu 
creionu' pe hirtie“ ete., ete. 

La-nceput n-am priceput unde bat şaua acești „fani“ necunos- 
cuti, dar temători de soarta „scriitorului preferat“. M-a salvat din 


nestiinlà amicul Zbăganu Gheorghiţă — matematician pasionat . 


dar şi partener înfocat la „împins lemne“ +, El mi-a mărturisit : 
ştii, şi eu cred că [i-au slăbit nervii, altfel nu te cramponai atita 
vreme de ecuația de gradul HI. Ce naiba, nu mai e nimic de spus 
despre ea de la Cardano-ncoace ! 

N-am fost de acord si cred c-aveam dreptate. Cind îl frecven- 
tam asiduu pe celebrul Pompy (la locul său, str. Academiei 14) cu 
scopul declarat de „a comite Surprizele“, am desco perit prin revistele 
sovietice şi americane de matematici elementare, dar și prin bătrina 
şi buna noastră „Gazetă“, aspecte noi, cu totul necunoscute tiranilor 
algebrei precum Cardano, Vietă, Euler, Descartes sau altora cu 
nume la fel de sonore. 

M-am uitat destul de minuţios si prin Istoria matematicii in 
România a lui Andonie si am extras titlurile notelor matematice 
sau ale articolelor matematicienilor nostri care s-au ocupat cu 
teoria ecuaţiilor algebrice. Crezusem că scap repede, dar s-au adunat 
zeci de titluri pe care sigur că n-o să le reproduc aici, dar o să 
profit uneori de această informație pentru a reaminti din cind în 
cind cuceririle matematicienilor noştri. 

O să-ncerc acum să prezint citeva aspecte (alias „ciudățenii” — 
cum zice bustenarul Zbăganu) mai puţin cunoscute probabil, despre 
ecuaţiile de gradul III şi IV. Sigur că toate aceste elemente (noi, 
chiar) nu revolutioneazá matematica — fie ea si elementará. Dar 
matematica, in afará de valoarea ei practicá de intrebuintare (care 
nu e loc neglijabilá) se mai face si de dragul ei însăşi. Unii tricoteazá 
(mai mult unele), alţii colectioneazá timbre, unii sculptează în 
lemn sau pictează pe stielă. Alţii pur şi simplu se chinuie să descopere 
noi metode de rezolvare a ecuaţiilor. S-o luăm ca un simplu 


hobby care nu face rău la nimeni. În plus, costă foarte puțin : 


ceva hirtie şi-un creion ... 

Trecem la subiect. : 

Considerăm la început ecuaţia de gradul III sub forma 2* + 
+ar+bx4c=0, a,b,cel, şi ne punem intrebarea : in ce 
condiţii ecuația de mai sus se poate reduce la ó ecuaţie binomà ? 

Problema nu e grea, dar instructivă. Mai intii, să facem trans- 
formarea arhicunoscutá x= y h k, cu ajutorul căreia obținem 
forma y? zh (3k + a)y? + (3k? Y 2ak th b)y + K + ak? + bk + 


sem, e 


2 [n dialect local, „Şah“ (nu pasta de ras), Inofensivul joc, Jucătorii se mai 
numesc și „buștenari”, piesele respectivului joc avind şi sinonimul „bușteni“ 
t 
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Ca să avem o ecuație binomă va trebui evident să impunem 
Ək +a — 0 (clasic !) si 3%? 4 Zak +b=0. 
; T 2a? a: pa 
Rezultă deci î = —a/3 si b = — — adică de fapt a? — 3b 


si deci ecuația inițială devine: 


RY i a? 
INEST 
du ij 


S-ar putea crede deci că numai dacă intre coeficienții a, b, c există 
relaţia a: = 35, atunci ecuaţia poate deveni binomi. 


Ei bine, acest lucru nu este adevărat. În realitate, se poate 
arata că orice ecuaţie de gradul III se poate „binomiza“ printr-o 
transformare convenabilă. Profesorul Iosifescu mi-a arăta, mai 
demult o operă de-a sa de tinereţe (GMF-B, 1955) în care a prezentat 
acest lucru. Am mai povestit despre asta şi-n Surprize, dar nu e rău 
puţin repetir, fiindcă vom folosi binomizarea in mod creator. 


Considerám deci ecuatia : 4 
f(x) = ay? +3 auz? + 34,2 + a, = 0, a,%0, a, a, eZ 
si efectuám substitutia : 

y = PIY 

Ly 

Ecuatia f(x) — 0 devine deci: 
f(y) = f(n)y: — 3[a,mn: + a(n? + 2mn) + a,(m + 2n) + a; ]y? + 

+ 3[aonm? + a,(m? + 2mn) + an + 2m) + a, ly — fim = 0 


Binomizarea implică automat : 


, m x n. 


| domn? + a(n? + 2mn) + am + 2n) + a, — 0 
anm? + a,(m? + 2 mn) 4- a(n + 2m) da, — 0 


din care rezultă relativ usor : ) 
" ` * 
3 
Cos — (110, Az — 4,4 
m+n = A " mn = A 
Qi — 0,40; "QA — Aya 


adică m si n sint rădăcinile ecuației (a$ — a,a,):* — (4,4, — 
— 0,05): +- a$ — 4,4, = 0, 


Asadar, am ajuns la ecuația binomă f(n)y* — f(m) = 0 şi soluţiile 
ecuaţiei iniţiale sint: 
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ay Wa p, mVfan na fim 
V Yn) ' — Va alim 


mV fü) — no? V f(m) 
Va col il apetitul 
Vf(m) — a? Vf(m) 
unde a si a? sint rădăcinile cubice ale unităţii, 
Cazul particular q? — ayas == 0 conduce la ecuaţia simplă: 


(2 +9) -E «() -» 

(o (lo do 
t = — p -- d aj as 
(lo (o do 


Să propunem acum o problemă: 
„Să se rezolve ecuaţia x” +62? + 12x +a= 0, asK. 
Discuţie (în legătură cu problema nr. 17598 din GM)" 
- (creație proprie). 
. Problema 17 598 cerea să se cerceteze care sînt condiţiile in 
care ecuaţia 2? + ax? + Bx + y — 0, a, B, y ER poate fi scrisă 
sub forma unei ecuaţii binome. Dupá:cum am văzut, nu mai e 
nevoie să menţionăm că problema... e o reamintire a unor fapte 
cunoscute. he 
Ştim deci că dacă z = y + à, rezultă A = — a/3 si B = a2/3 
(din condiţia dispariţiei termenului în y). Așadar se obţine ecuația : 


T, e 


cu rádácina : 


În cazul nostru « — 6; y = a€R, deci y? = 8 — a cu soluţiile: 
yi = Vs =r a, Ya = e/8 tem a, Ya = e2V'8 nd a, 


unde e si e? sînt rădăcinile cubice ale unităţii. 
Deci ecuaţia are soluţiile : 


j 


t, = —2 4+ 18 — a, gi m — 2 4- 0/8 — a, Te = —9 + e*8 M 


Ecuația are deci oricare ar fi a € R două soluţii complexe 
(conjugate) și o soluţie reală, Dacă a = 8 atunci membrul sting 
este un cub perfect: (x - 2) - 0. 

Să mai inspectám să vedem ce se mai poate face. Iată, de 
exemplu, ecuația a? -- per = 0, p,q * O se poate pune sub 
forma (2% + ax - B)* = xt dacă are loc condiția p? + 8q* = 0. 
Intr-adevár, noua formá se poate serie ai + aña? e B? sh Laa? e 


n 
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-- Mat Y 2x8r — r' sau 2x0 + (28 -p a)r? p 248x + 3 =0. 
Evident, trebuie să avem a # 0 deci mai putem scrie: 
9 2 ' 2 
opake a d Ba 4, FE ss Ü 
22 2a 
si identificind cu ecuaţia inițială obţinem a? + 28— 0, B= p, 
8! = 2xq. Eliminind pe a şi B obţinem: 


2 2 
B == D; A = p == P 
2 2 
sau: 
pi 
— +2p = 
dq? ml 
sau încă p? + 89? = 0 (dacă p 4 0) —deci a ieșit condiţia cerută. 
Mai putem arăta că x = —/x este o rădăcină a ecuaţiei: 
date. Într-adevăr. 
ee Dub c LA 
. . p*12q p 
Inlocuind obţinem : 
3 
a FAC o pe ES, 
pop 
MU 42 
p 
sau 89*4- p° = 0, condiţie ce are loc. 
Exemplu : 
zi —2r+ 1-0. 
Avem p= —2, q= 1, condiţia p? + 8q? =0 este îndeplinită 
(—2)4+8:1:=0, deci B= —2 şi «—4[2:1— 2, adică 
(1? $ 2r— 2)? = xt, şi rădăcina xt = —=1 verifică evident, 


« 
Celelalte rădăcini se află din ecuațiile : 


r 2r-2=3+.*% 
x? + 2r —2 = t? şi r p 2r-2= — x? 


y 
2, => 1 verxr—1=0 
de unde; 
—1 15 
panie: 
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Deci ecuaţia iniţială are toate rădăcinile reale. 

Mergem mai departe : vom găsi acum o legătură între poli- 
noamele de tip Cebigev si ecuaţia de gradul III. Nu ştiu dacă 
„buştenarul meu“ o cunoaşte; se pare că sînt încă multe lucruri de 
spus despre amărita asta de ecuaţie. 

Să scriem mai întîi polinomul de tip Cebisev sub forma : 


T„(2) = (x «Hla? — D* + (x — lat — 1 


cu ne N, ze [— 1, +l].. 
Voi considera acum ecuaţia : 


(£ + yz*— A) + (z — V1? — A} = B 


(formă inspirată evident de T,(x)) şi voi demonstra că această 
ecuație conduce la formula Tartaglia-Cardano. 
Într-adevăr, să notăm : 


u = (x +2? — Ay, v = (a —/x? — A)- 


Avem deci imediat u + v = B si uv = A*. Putem alcătui ecuaţia 
de gradul II, y? — By + A* = 0, care are rădăcinile : 


B + VB2 — 440 
i 3 —— 


Ui === 


Se poate scrie prin urmare: 


3 : 3 
z + Vaz —4 = y, Y — Va: — A= Yy: 


Însumînd obținem : 


207 s TU), adică: 
EN A TT RAI A” 
B y By A? je yl By A3 
VENI EV 
gi AC EE 16: PY 16 t5 16: 
Să notăm: A = -$p şi B = — 8q şi avem imediat: 


3 


PO N pere > .— Q —— — ——Á—M a 
————————— 


A 


- adică binecunoscuta formulă. 


lată alt rezultat interesant: 


Ecuația generală de gradul III, y? :p pat + dU +m =0, 
se poate reduce prin substitufia y = x «b A la ecuaţia az? ch pz* sh 
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+ qa +r == 0 astfel ca să aibă loc condiția q? = 3pr, unde p = 
= 3A di pis q = 3A A- 2p,h ++ q ŞI r = 29 + p1X* + q) Tri, re- 
zolvarea ecuafici avind prin metoda binomizării pe m=0 si 
n = 3r(27 — q»q(q* — 2712). 

Ideea demonstraţiei provine din ... secolul trecut. Un mate- 
matician britanic, pe nume S.S. Greatheed, a arătat în “Cambridge 
Mathematical Journal“ din anii 1838/39, vol. 1 că ecuaţia de gra- 


dul IV: E 
y* + biy? st bay? de bay Hb, — 0 

poate fi transformată prin substitufia y = x + în ecuaţia: 
X + aa + ada? h ar +a, =0 


cu condiția aja, = aş unde a, = Aà + bi, d3 = 62? + 3b,1 + ba, 
4, = AX d- 35,3? H 204 H bo, a, = MR DIA H0, d- DA E bu 
Greatheed il determină pe A dintr-o ecuaţie de gradul III, 
apoi dacă a, = 0 rezultă o ecuaţie bipătrată (deoarece si a, = 0), 
iar dacă d, % 0, printr-o substituție cu totul neobişnuită : w = 
= t SP a,(d1)?, se obține o ecuaţie de gradul II în w. 
În cazul nostru, înlocuind y — xz +1 obţinem: 


T? (3 A-H p)ar? + (34? 4- 2PpIX + qi) zb 28 Hp HH qi Hr — 0. 
Condiţia q? = 3pr, implică rezolvarea ecuaţiei: 
(pi — 341)? + (pi — 97) + q? — 3p,r, = O. 


Avem deci de rezolvat ecuaţia: 
d. 
P page qata 
r 


si comparind cu ecuatia de gradul III scrisă de Iosifescu astfel: 
í aT? + 3a,22.4- 3a4z dh d, — 0 

găsim că a, = 1, a, = q*/qr, da = q/3 şi a, = r, deci ecuația bino- 

mizării : 

(ai — 90 ;)2* — (doa we Ada)? + (a - 1,41) == O 


sde d eS 
81r 3]. 27 


devine : 


deoarece : 


Prin urmare, rezultă m = 0 si 
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y 3127 1) 
q(q* — 27r?) 


Cazul particular r — 1 ne dá m — 0 si n= — 4/3. 
* 


Tot despre ecuaţia de gradul III — spre disperarea lui Zbăganu. 

Doi profesori americani (vezi Surprize) au descoperit în 1970 
o proprietate surprinzătoare, Ei scriu ecuaţia sub forma f(x) = 
= do — za)(2 — 1) (rx — to), presupunind că rădăcinile x,, T2, 
x, sint toate reale, deci discriminantul ecuaţiei este negativ. 

În această situaţie, tangenta la curba y = f(x) în punctul 
de abscisá tọ = (tı + 2,)/2 (media aritmetică a două rădăcini) 
trece în mod obligatoriu prin cea de-a treia rădăcină. 

Într-adevăr, lucrurile ar trebui sá sé petreacă precum în 
figura 4 sau figura 5. pr y 

În figurile cu pricina am presupus (pentru frumusețea dese- 
nului) că zı, Xz, Te sint pozitive, ca să nu ne mai incurcám cu 
graficul si peste axa Oy. 

Ecuația tangentei în punctul de coordonate (Yo, Yo) este 


y — yo = f'(x)(x — Lo). Avem: 


"RN LSU X, sk Ta deed a,(z, — 12)? 
re -r( 3 A 
si : 
| Yo = f(£0) = d. E (1, + x. — 273). 
Deci ; 


y— a(x, — T2) 


2 | 2 ! 
a as(2, — 72) Ta T Ta 
(2, + Za — 22) = — —————- (53), 


4 


-de unde (calculele celor. doi !) rezultă 


a(x, — x2)? ) 
— ————— ¿(1 — 13), 
, ( ) 


relaţie din care se vede clar că dreapta respectivă trece prin punctul 
de coordonate (z,, 0), adică prin cea de a treia rădăcină. 

Sá mai zică „lemnarul“ ceva | Cardano nu visa asa subtilitáti 
(dar asta nu-i scade în nici un fel meritele). 


y = 


Ecuația de gradul III mai e bună si la demonstrarea unor 


„basme clasice“, Un exemplu este imposibilitatea rezolvării ele- - 


mentare a problemei trisecţiunii unghiului, 


T9- 
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Fig. 4 
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Într-adevăr, fie x unghiul pe care-l dorim trisecfionat. Atunci : 


= gy. 


A ; x z 
Unghiul x îl cunoaștem, deci fie tg x = A şi notăm tg 3 


Avem deci: 


Aa SET 
1 — 3y? 


„de unde se obține ecuația de gradul III: 
y? —3Ay? —3y + A — 0, 
care după transformarea y = z -+ A, devine: 
22 — 3(1 + A2)z — 24(1 + A?) =0. 


Ei bine, ecuatia de mal sus este in general ireductibilá, adicá pro- 
blema trisectiunii unghiului numai cu ajutorul riglei și compasului 
este imposibilá. 

Un exemplu de unghi ,trisectionabil” este cel de 90”. 

Dacă pe figura 6 în punctul A fixám virful compasului cu 
deschiderea OA = R obţinem pe cerc punctul B,. Apoi în punctul 
B fixám vîrful compasului cu aceeaşi deschidere OB = 04 = R 
si obținem pe cerc punctul A,. Unghiurile BOB,,B,0A, si A,OA 
sint toate egale intre ele si au valoarea de 30”. Nu mai este 
nevoie, cred, sá motivám de ce. 

. În general, unghiurile cu valoarea '2x/n unde n nu este divi- 
zibil cu 3 sînt trisectionabile. În caz contrar, nu. 

Curios este faptul că la ora actuală (1987 !) mai există ,,tri- 
- sectionisti^. Ceea ce reușesc aceștia să facă (in cel mai bun caz) 
este să găsească metode aproximative sau metode speciale care 
fac apel la mai mult decît rigla şi compasul (construcții de curbe 
de ordin superior etc.). De fapt, acești oameni dacă ar citi ceva 
mai mult, ar descoperi că astfel de procedee erau practicate încă 
din antichitate. 

În minunata carte editată de Federigo Enriques (pe care am 
mai pomenit-o aici) există într-un capitol intitulat chiar „Problemi 
di terzo grado“ (nu mai e nevoie, cred, sá traduc) unde sint descrise 
numeroase astfel de metode de trisscționare, 


Am rugat-o pe „maica Vodă“ să-mi traducă una dintre aceste 
metode, M-am oprit la un procedeu ingenios sugerat de marele 
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Descartes, lată ce face el (urmează traducerea = In. nici un caz 
mot-a-mot I) DS, Renunt, În altă cartel 

Să treeem acum şi po la ecuația de gradul IV, 

Giteva pagini mai mainte pomeneam de acel Greatheed care 
aducea ecuația MY) = pe biy? de bayt de bay sd bhi = 0 La ecuația 
(prin ye ap A) on He a Hs a de a h d = 0, eu condiția 
aj, al, unde a, » 4A h b, ete, (le-am seris mai înainte), 

Condiţia aja, == al conduce la ecuația: 


(A te DA 4 DAS ele Ba ch Ba d dba) = (12290, cb 20,2 d b,)? 
sau Serisi mai artistic" 
AA h DDAA) = (POR, 
Calculele efective ne dau o ecuație de gradul III în A si anume: 
(bj — Abiba sh 8b)? d (biba se 20,0, ch 160, — ADEA? d 
sh (030, sk Shiba — 40,5,)A ch Mb, — 03 = 0 


În cazul in care a, = 0 rezultă si a, = 0 si deci ecuația de rezolvat 
z 3 y 3 y 
devine bipătrată 


Dacă a, totuși se încăpăţinează să nu fie nul, atunci putem scrie : 


t ch aa? sh 48? sh as dag? = 0 


+ (42)? de aul sk ar(a,2)"1] + a, = 0 
si magica substituție a lui Greatheed w = x 4 a(x) ne dá 
w? + aw + (a4 — 2ayaz*) = Q0. 
Să observăm acum ceva interesant ; condiţia lui Greatheed 
aja, = aj are următoarea semnificaţie : 


Dacă rădăcinile ecuaţiei ut + aja? + asa? + ast ha =0 
sint în progresib geometrică, atunci are loc relația aja, = aj. 
Demonstrația e simplă: alegem rădăcinile de forma nd, 
x,A* si scriem relaţiile lui Vieta : 
l + ADA -p A 
O Xa d ti = à, Qd AMI AS) 
A? 
(2 dk a) (o4) d (4 Jd: m) == ză d) + aan + 
HAT) += ai, (1 ch ADA d ANJAS = — a, 


AAA m a sa d, 


sau: 


— UN 


Se vede imediat acum că aja, = al, 
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Mai facem o observaţie: condiția ata, = a% este de fapt 
condiţia necesară ca ecuaţia de gradul IV să poată fi descompusă 
în suma a două pătrate perfecte: 

(22 + Bz + y)! + dr = 0 
unde : 
B =a1/2, y = aa], 9* = a, — 2a,]a, — at/4. 


Aceastá proprietate a fost semnalată încă in 1930 de generalul 


Gheorghe Buicliu în „Revista Matematică“ din Timişoara — cele- 


bra RMT. 
Acum vom demonstra următorul lucru : ecuaţia de gradul IV : 
f(x) = 1* + pz?-Fqr-dr-—0 
poate fi redusă prin transformarea : 
| u — vy 
= T 
la o ecuație bipătrată, trecînd în prealabil prin rezolvarea unei 


ecuații de gradul III. 
Este de fapt metoda „binomizării“ ecuației de grad III apli- 


cată la ecuația de grad IV. Fiindcă e o creație proprie, o repet 
MN (evident după efectuarea unor calcule cam neplácute) : 
f(v)y* — [2pv? + 2puv + 3qu + qu + 4uv? + Ar ]y? + 
+ [po? + 4puv + pu? + 3qu + 3qu + 6r + 6u?v2]y? — 
=- — (2puv + 2pu? + qu + 3qu + 4r + 4u*v ]y + f(u) = 0. 
Condiţiile de reducere la o ecuaţie bipătrată sint : 


| 2p(0? + uv) +4(3u + u) + 4uv? + 4r = 0 
2p(u? + uv) + q(0 + 3u) + 4u?v + 4r = 0 
de unde se obţine succesiv 2p(v + u) + 2 + 4uv(v + u) = 0 sau 
p(u + v) + q + 2uv(v + u) = 0. (*) 
- Înmulțind prima ecuație cu u, iar pe a doua cu v şi scăzindu-le 
din nou, deducem q(u? — v?) + 4u*v*(u — v) + 4r(u — v) = 0 
sau : 


„ULUI 


— (4u?v? 4 4r) 
q ?, 


care înlocuit în (*) conduce la 8quèv? + 4putv? + 8qruv —'q* = 0. 
Problema se reduce deci la rezolvarea ecuaţiei: 


U+v= 
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A Pr. Ne " 


p Y 
Bl, r—2=0, (uv = t). 
E $ ( ) 


Să facem acum citeva mici comentarii: toate soluţiile de 
rezolvare a ecuaţiilor de grad III şi IV sint considerate de unii 
istorici ai matematicii drept soluţii „ad-hoc“. Prin aceasta ei vor 
să spună de fapt că nu fac parte dintr-o metodologie unitară. 
Adică sint în realitate nişte artificii, depinzind în bună măsură 


de ingeniozitatea celor care le-au descoperit. 
Practic, Euler încercase prin introducerea noțiunii de rezol- 


ventă să schiteze o metodă generală. 

Au existat şi numeroase abordări geometrice. De exemplu, 
pentru rezolvarea ecuaţiei de gradul IV, z' + nz? + pr +q=0, 
se pune y = x? si se obţine sistemul: 

y + ny sb pz:bq —0 
y=r 
care reprezintă intersecția a două conice, mai precis a două parabole. 

Abscisele celor patru puncte de intersecție — dacă acestea 
există — sînt rădăcinile ecuației date. 

În coordonate omogene, fasciculul de parabole are ecuația : 

y? + nyz + pzz + qz + Myz — r?) = 0 
şi cele trei conice degenerate ale fasciculului se obțin anulind cele 
trei derivate parțiale. 

Avem deci sistemul : 

211 — p= 0 
A2y:b nsEA—0 
(Ash ny + px 20 = 0 
Eliminind y si A se obţine ecuaţia de grad III: 
8px? + 4(4q — n?)z? — dnpx — p? = 0. 
Eliminind pe x si y, avem relaţia în A: 
N sh 2nM + (n? — 4q)h — p* =0, 
Interesant e dacă punem à = 2t: 
81% + 8n? sh X(n? — 4q)t — p? = 0, 
care coincide cu rezolventa găsită de,. Ferrari | 

Ce v-am povestit acum sint luate din cartea lui Enriques din 

1926, | 
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Nu mică mi-a fost mirarea cînd în „The American Mathema- 
tical Monthly“ din 1966 (nr. 8, vol. 73, pp. 877 —879) am descoperit 
un articolaş intitulat „Rezolvarea ecuaţiei de gradul IV“, 

Să vedem ce zice. Consideră ecuaţia azt + ba? + cx? + dz + 
+e=0 şi afirmă că rădăcinile sale sint abscisele intersecţiei 


curbelor 
ay? x: bxy + cx? dr e=0 
x? — y= 0 


Fasciculul de conice are ecuația (c — u)z? + bey + ay? + dak 


J- uy + e=0. 
Fie — zice în continuare — r, o rădăcină a ecuației 
2d b u 
/ A—z bXc—u)d|-—0 
u `d 2e 


si atunci (c — r)z* + bxy + ay? sH dx +ry + e=0 reprezintă 
o pereche de drepte ce trec prin intersecțiile celor două conice. 
Fie m, și m; pantele celor două drepte şi P punctul lor de intersecţie. 
Atunci m, $i m, sînt rădăcinile ecuaţiei al? + bt +c — r = 0. 
Fasciculul de drepte ce trece prin P are ecuaţia 2(c — r)z + by + 
zh d s A(bz + 2ay + 5) — 0. 
Dacă A = m,, ecuaţia reprezintă prima dreaptă. Analog, cind 
> = my, ecuaţia dá cea de a doua dreaptă. 
În fine, după alte „curiozităţi“, găsește soluţiile ecuaţiei de 
gradul IV sub forma : 


A | AQr + d) poumon 
7 33 Ve- ta Dax sb LER 


Se dă si un exemplu : fie de rezolvat ecuaţia 241! + 6r* — 13x? + | 


+H7x—4=0. 
“Trebuie mai întîi găsit „r“ prin rezolvarea ecuaţiei în „u“: 


u? + 13u? + 426u + 3 960 = 0 (ce plăcere 1). 


Norocul este că u = — 10 este rădăcină si luăm deci r = — 10. 
Obtinem acum 241? + 61 — 3 = 0 și deci m, = 1/4 iar m; = —1/2. 
Înlocuind în soluția „x“, găsim rădăcinile: 


—3 +/105  . EX i15 


Si 27 TES , $,477 


Curiozitatea apare dacă cumva A= — b/24, fiindcă numitorul 
de sub radicalul care dá soluţia e nul, 
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Ei bine, atunci problema se rezolvă asa : ecuația are rădăcinile ; 


b Me h à gy 
Waco Vi Pi Ma- "EL Vas Fh 


unde (, si /4 sint rădăcinile ecuaţiei 
ali q rl -- e == 0, 


Povestea e incilcitá rău. Decit o astfel de soluție „ad-hoc“ 
mai bine metoda din Enriques, care în esență e acelaşi lucru: 
tot, intersectia a două parabole ! 

Marchizul de "Hospital (1061 —1704) s-ar întoarce în mormint 
dac-ar vedea soluţia din AMM! Într-adevăr, in 1721 el a seris 
chiar o amplă lucrare intitulată Tratat analitic al secliunilor conice 
şi utilizarea acestora în rezolvarea ecuafiilor. În mod concret 
Hospital folosea tot două conice a căror intersecție (dacă avea 
loc) furnizau (sau nu) soluţiile ecuaţiei de gradul IV. 

Istoria se repetă (cam des, ar spune un spirit malitios). 

* ) 
? 

Spre sfirsitul lui '86 mà pregăteam de concediu. Un fel de-a 
zice, fiindcă eram ferm hotárit să termin Miraculoasele si alte 
citeva „opere“ la care má angajasem. Bineînţeles că tot noaptea 
mă prindea din urmă (conform reflexului condiționat), așa că 
sîmbătă 30 august trecute fix mă gáseam în holul (liniştit de astă 
dată) unde de obicei „concepeam ştiinţific“, Aveam alături citeva 
istorii ale matematicii (Wieleitner, Enriques, Struik, luskevici), 
maldáre de „Gazete“, RMT-uri, AMM-uri și citeva exemplare din 
„Arhivele pentru istoria ştiinţelor exacte“. Rămăsesem la contribu- 
fia lui Lagrange în domeniul teoriei ecuaţiilor. 

Joseph Louis Lagrange s-a născut in 1736 la Turin într-o 
familie „italo-franceză“ (cum zice Struik). 

La 19 ani era deja profesor de matematică la şcoala de artilerie 
din orașul natal. Dacă veţi face: puţină cronologie comparată, 
veți constata că a fost contemporan — printre alții — cu marele 
Euler, 

Anul 1766 are pentru Lagrange o' semnificație importantă qa 
de altfel și pentru Euler, Acesta se reintoarce la Petersburg > 

entru totdeauna, iar Lagrange primeşte din partea lui Frederic cel 

are o invitaţie care suna mai mult a ordin : „Este necesar ca cel 
mai mare geometru al Europei să trăiască alături de cel mai mare 
dintre regi", Lagrange dă curs invitatici regelui Prusiei si viefuieste 
la Academia din Berlin pînă în 1780 — anul morţii lui Frederic 
cel Mare, După aceasta, se stabileşte la Paris într-o perioadă destul 
de agitată, 
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În timpul Marii Revoluții Franceze, Lagrange participă activ 
la reforma sistemului metrologice al Franţei, punind de fapt bazele 
metrologiei moderne. Din 1795 devine profesor la Şcoala Normală 
din Paris, iar din 1797, profesor la Politehnică. 

Lagrange a avut preocupări multiple: calcul diferenţial, 
mecanică, algebră, calcul variafional (este unul dintre intemeietori), 
astronomie. În ceea ce privește algebra, un loc aparte în creația 
lui Lagrange îl ocupă teoria ecuațiilor. 

În 1767 el publică o lucrare intitulată Asupra rezolvării ecualii- 
lor numerice în care prezintă o metodă de separare a rădăcinilor 
reale ale ecuațiilor algebrice si de câlcul aproximativ al acestora 
cu ajutorul fractiilor continue. 

De asemenea, el enunţă şi demonstrează si următoarea teoremă 
devenită clasică : 

Teorema lui Lagrange. Fie: 


P(x) = a,z* 4- aut E oe H a = 0 


o ecuație de gradul n unde as, 4,,...,d, sint numere reale; dacă 
d, > 0 si a, (k > 1) este primul coeficient negativ din şirul coefi- 
cientilor polinomului, atunci o margine superioară a rădăcinilor 
pozitive ale ecuaţiei este valoarea : 


n 
R=+ JË 
0 


unde B este cea mai mare dintre valorile absolute ale coeficienţilor 
negativi ai ecuaţiei P(x)=0. 

Observație. Dacă ecuaţia nu are nici un coeficient negativ, 
evident P(x)=0 nu are nici o rădăcină pozitivă, deci cerința exis- 
tentei coeficienţilor negativi (măcar unul !) este necesară. 

Demonstrația se face relativ simplu, printr-o serie de majorări 
ale lui P(x). Detaliile le găsiţi probabil în orice manual de „analiză 
numerică“. Eu am avut la dispoziţie o binecunoscută lucrare a lui 
Demidovici și Maron în limba rusă, intitulată chiar Bazele analizei 
numerice (Moscova, 1963, p. 164) din care am extras teorema. 

Lagrange era de fapt obsedat si el de ideea rezolvării prin 
radicali a ecuaţiilor de ordin superior. | 

Unul dintre precursorii în această luptă a fost Ehrenfried 
Walter von Tschirnhausen (1651 —1708). Acesta — prieten apropiat 
al lui Leibniz — a publicat în 1683 o lucrare în care arată că dacă 


în ecuaţia: 
A g” BE q ani Jd [EI] E (t, 10 + (ln w- 0 
S-ar face schimbarea : 

y sand bat zh bagat t stt BE b, a HE bi 
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şi s-ar elimina x, s-ar obține: 
y" ah ay + cun d uo + Cay -E Cn = 0. 


În 3ceastá ecuaţie, dacă s-ar putea determina b, astfel incit c, (care 
depinde de b,) să dispară de la un anumit rang încolo, atunci pro- 
blema rezolvării prin radicali ar fi clarificată. 

Prin „clarificată“, Tschirnhausen înţelegea că s-ar găsi efectiv 
soluţiile prin radicali. El găseşte în această idee, noi soluții pentru 
rezolvarea ecuaţiilor de gradul III si IV. | 

Astfel, pentru ecuaţia de gradul IV, zi! + ax? + ba? + cx + 
+ d = 0, dacă facem transformarea y = 2? + at -+ f si eliminám 
pe x — astăzi cu ajutorul eliminantului lui Sylvester adică prin 
determinantul 


ll a b c d 0 

y o 1 a b c d 
00 0 Ó oa: ET 
d 5 d EN UE M or 
0 1 a B—y 0 0 


la Py 0 0 0 
vom găsi, efectuind calculele o ecuaţie bipátratá |: 
g’ + py? +q = 0, 


p şi q depinzind evident de a, b, c, d (coeficienții a și f îi determinăm 
anulind: termenul de grad III si cel de grad I). 

Metoda lui tar cent a dat speranţe celor care credeau 
în „solubilitatea“ prin radicali a ecuațiilor de grad mai mare decit IV. 

Tschirnhausen făcea calculele mult mai complicat decit cele 
cu determinantul, dar Sylvester a trăit intre 1814 si 1897 ! 

Chiar pentru cazul ecuației de gradul V, Tschirnhausen a 
renunțat. Lucrurile au fost duse pină la capăt de un matematician 
suedez, mai puţin cunoscut de noi probabil, pe nume Samuel 
Bring (1736 —1798) care în singura sa lucrare mai importantă, 

„a arătat că ecuaţia generală de gradul V poate fi adusă la forma 
25 + px +q = 0 dar Bring.— după cum ne spune si Wieleitner 
[39, p. 43] a lăsat evident lucrurile asa. 

.. n realitate, nici nu se putea face mai mult (era si așa destul 
de mult!) si abia în 1859 un celebru matematician francez — 
Charles Hermite (1822 —1901)* reuşeşte să găsească soluţia ecuaţiei 


En, EN „Wieleitner“ — ediţia română — e o eroare de tipar la cronologia vieţii 
„sale: 1901, nu 1921! 
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de gradul V dată de Bring, cu ajutorul unor funcţii speciale (nici 
vorbă de radicali |) 

Să mai remarcăm un fapt interesant : Etienne Bézout (1730 — 
1783) de care aţi auzit desigur (nu spun cînd si unde cá e ruşine...) 
a încercat si el marea cu degetul — cum se zice. 

Astfel, pentru ecuaţia f(x) = xz? + Ax + B = 0 el presupune 
că rădăcinile sînt ti, Za, Te şi dacă « este rădăcina cubică a unităţii, 
atunci rădăcinile ar fi de tipul x = pa + qa?, unde p şi q vor trebui 
determinaţi. 
te Eliminarea lui a din relaţiile : 


| l+a+ar=0 


tz — px — qu = 


(deoarece «= 1) 


conduce la ecuaţia x° —3pqu — (p? +q%)=0 de unde prin 
identificare rezultă : 


Hors 
p—-—349? pq -——B 


sau: A 
Pg =B 
pq? = — 4327 


De-acum încolo, recunoaştem abordarea „primarului de Amsterdam“ 
Hudde. Avem de fapt de-a face cu o combinație între metoda Hudde 
şi cea a lui Tschirnhausen. 

Urmaşii lui Bézout au crezut că metoda va da roade în general, 
adică dacă avem polinomul f(x) = 1” sh 4,2"? «e. s dat + 
+a, = 0 şi căutăm rădăcina de forma z = A, +A? +- + 
+ A, a? si întrucît 1 œ + a? + t &”-1 — 0 eliminarea lui 
a între cele două ultime relații va da o rezolventă convenabilă. 

Punind mina si făcînd calculele (mano a la obra! — cum zic 
hispanicii : mîna pe lucrare) constatăm cu stupoare că rezolventa 
este de gtadul (n — 1) ! (aici! înseamnă factorial) — deci nici o 
şansă de progres pe această cale. 

Metoda dà rezultat numai pentru ecuafia de gradul III deoarece 
(n—1)1—(3 — 1)! = 2! = 2, în timp ce pentru n = 4, avem 
(n — 1)! = 6 adică o rezolventă de gradul VI. 

Să dăm acum un exemplu în această manieră. L-am găsit 
într-un Cours d'algébre de prin 1921, aparfinind lui B. Niewenglow- 
ski, autor cunoscut pe vremea aceea in Franţa. Editura era Armand 
Colin — nu mai puţin cunoscută. Cartea o recuperasem din celebra 
pivniță a lui nea Aurică (vezi Vraja, p. 66). 

lată exemplul: fie ecuația x° — 52? + 6x — 1 = 0 în care 
executăm. substitufia y = x? — 4x +4 sau vy = 11 — dat + Ax 
sau încă y=x?—22-+1 (s-a ţinut seama de ecuaţia propriu-zisă). 


Li 
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Eliminind pe zr din relaţiile: 
x? — 4r —4—y=0 
| x? — (y + 2)r + 1=0 
cu ajutorul binecunoscute relaţii : 


(ac, — ac): = (ab, — ab) (be, — bye) 
unde : 


ax? bx dc — 0 
| dz? + br d- 6, =0 
obţinem in final (calculele lui Niewenglowski !) : 
y? — 5y? + 6y — 1 = 0. 


Dacă ne uităm bine, e de fapt ecuația inițială cu altă literă pe rol 
de necunoscută ! 

Am ales-o special fiindcă substitutia autorului era de fapt 
făcută să arate că nerespectind nici metoda lui Tschirnhausen 
nici cea a lui Bézout, putem avea surprize de genul de mai sus. 

Sigur că n-o să mai continuăm. Să vedem însă ce a adus nou 
Lagrange, că dacă ne aducem bine aminte, de la el am pornit. 

Lagrange consideră polinomul : 


f(z) = * + ari go e Cat + A, =0 


şi fie r,,...,r, rădăcinile acestui polinom. Consideră apoi o funcţie 
oarecare raţională de aceste rădăcini, u = o(x, Y2,..., Ta), si face 
următoarea observaţie importantă : pentru unele permutări ale 
variabilelor z,(i = 1,2,...,n), u = ral < i< n se poate mo- 
difica, iâr pentru alte permutări nu. În 'această situație inseamnă 
că u poate lua m valori distincte in care m este cel mult n, adică 
1< m< n. Fie u,, us,...,u, Valorile funcţiei respective şi alcătuim 
polinomul g(x) = (x — uj) (x — ua) ... (x — Un) — x" pt + 
+ 92177? —.. + (— 1)"9„ unde: l 


g w—-- uU, + Uy + t.. + Um " 
ga = Ulla +. F US aug 


Jm - UP o... Um 


Coeficienţii g(i = 1, 2,...,m) sint în final funcţii de coeficienții lui 
f(z) — datorită relaţiilor Vietà si deci ecuaţia g(x) = 0 poate 
fi considerată o rezolventá a ecuaţiei f(x) = 0. Cum gradul rezol- 
ventei este cel mult n, Lagrange spera să fi găsit cheia problemei 
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în general. N-a fost să fie așa. Treburile dădeau rezultate pentru 
ecuaţiile de grad II, III, IV. Pentru ecuaţia de gradul V cádea iar 
peste o ecuație de grad V mai complicată decit cea iniţială. Atunci 
a încercat altfel: a luat o funcţie de rădăcini de tipul: 


l = Tti + Ata + ... + N Za 


unde A este o rădăcină de ordinul n a unităţii, dar piná la urmă 
a ajuns la o rezolventá de ordinul (n — 2) 1. Ceva mai bună decit 
a lui Bézout, dar care dădea roade tot pînă la ordinul n = 4 deoarece 
pentru n = 5, rezolventa era de grad VI (3! = 6). | 

Prin prima abordare, Lagrange a dat însă o ingenioasă metodă 
de rezolvare a ecuației de gradul IV: 


f(z) = x* + a,2? + dT? + dat F di 


Fie deci 2,, £z; 2,, x, rădăcinile. si formăm funcția u sub forma 
U = TEX. X. 

Dacă permutám „icşii“ între ei, nu vom avea decit trei valori pentru 
u si anume U, = Tita Tata, Us = Pita + TTi, Us = 1,42, + 
+ rz, În acest mod, m = 3 si g(x) = 0 (rezolventa) va avea 


gradul III. Să-i determinăm coeficienţii : 
gi = uy us + us = d; 
Y = UsUa + u,us + UU; = 414 — 44, i 
Ja = UUll; = d$ AR aad, — 444, 
Rezolventa are deci forma :, 
* Za 0472 + (aja, — 44,)Z4- (44,4, — ai — ada) 0 
Rámín acum de găsit rădăcinile u;, uz, us. Apoi, pentru u, avem 
Í Zita + Teta = U, (cunoscut) si (1,82) (Tr) = Ma 
de unde ecuația de gradul II: 
yy — uy +a = 0 


Mai departe, pe baza relațiilor lui Vietà avem Xilat + 21232, + 
+ LLL, H 2,15%, = — la SQU Lita(2a sk 24) H DU (LH 2) — Aa 
si notind rădăcinile ecuației (*) prin yı $i Ya adică Yı = x42, $1 
Ya = x,7, avem: 

(z, H 22) ch (To H t) = — 0 

YY, sb 20) ct Yalta H Ti) = — Mo 


* 


de unde: 
(g — Yad - Vali — ds 
bo d. IE, Ta Pe ty = —— 
diu Ya — Ya 
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şi atunci, z, si x, sint rădăcinile ecuaţiei: 
a — Yi 


zi — z + yı =0, 
Yı— Va 
jar ze si x, sînt rădăcinile ecuaţiei: 
di— a 
q? ac SA ai us Ya = 0. 
Y1— Ja 


]nirebdre: ce se întîmplă dacă y, = y, ? 

Observație : dacă in rezolventa Lagrange g(x) = 0 facem z = 
= 2w, obținem rezolventa de tip Ferrari. După cum vedeți, efortu- 
rile făcute atitia amar de ani au condus celiputin în cazul ecuației 
de grad IV la noi soluţii „ad-hoc“, dar cu adresă expresă la bátrinul 
Ferrari. 

Să aibă oare dreptate bustenarul Zbăganu că nu e nimic nou 
pe frontul ecuafionistic ? După cum ati văzut n-a fost chiar aşa. 
Au apărut noi soluţii (frumoase prin ele însele), încercări de gene- 
ralizare, de încadrare într-un cadru unitar, proprietăţi noi, inter- 
pretări geometrice necunoscute autorilor si nici clasicilor medievali, - 
Cardano-Ferrari. Așa că nu se poate spune că s-a bătut apa-n piuă. 

Lupta ar fi trebuit să înceteze practic cînd au apărut „învin- 
gătorii trişti“, cum i-am numit eu pe italianul Paolo Ruffini si 
francezul Evariste Galois. Îl voi adăuga însă — cerind iertare 
cititorilor pentru nedreapta omisiune (fie ea si în gind) — pe 


norvegianul Niels Abel. 
* 


Încă o poveste interesantă despre ecuaţia de gradul IV, a,z* + 
+ ar? + a? + ag hau =0. > 
Dacă toţi; a, (i = 1,4) sint reali, iar toate rădăcinile sint reale, 
atunci au loc inegalitátile : 
aj d, 10441 (j = 1, 2, 3) 
Ca un corolar imediat, dacă : 
GS ajalt (j= 1,2,3) 


atunci ecuația are cel puțin o pereche de rădăcini complexe. 
Proprietatea are loc și pentru ecuația de gradul III: a,2? + 
sF 0,2? ch dax 454, =0, adică aj asa (j=1,2). 


Pentru această ecuaţie, verificarea este imediată cu ajutorul dis- . 


criminantului ecuaţiei de gradul III, 

Să dăm un exemplu, Fie ecuaţia f(x) = xt + Sa? — 122? + 
sH 104r — 20 = 0. 
Aici observăm că (— 12) < 8-104, (144 < 832) deci ecuaţia 
admite cel puţin două rădăcini complexe conjugate. Numărul 
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rădăcinilor reale ar fi deci 2. Aducindu-ne aminte de Descartes 
observăm că avem trei schimbări de semn şi o singură permanenţă, 
deci ecuaţia admite cel mult două rădăcini reale. Efectuind f(— zx) 
găsim deci în concluzie: două rădăcini complexe (conjugate), o 
rădăcină reală pozitivă și o rădăcină reală negativă. 

Simpaticele inegalităţi de mai sus (între coeficienţi) au fost 
deduse de un personaj mai puțin cunoscut tinerilor cititori. Este 
vorba de Abatele Gua de Malves (L'Abbé Gua de Malves) care 
a trăit între anii 1712 si 1785. 

Acesta a publicat citeva dintre rezultatele sale de teoria ecuatii- 
lor în 1741 în „Memoriile“ Academiei din Paris. Wieleitner în 
Istoria sa îl citează pe Gua cu diferite realizări de nu mai puţin 
15 ori! 

El s-a ocupat de curbele de ordinul III, de determinarea li- 
mitelor rădăcinilor unor ecuații algebrice prin metode geometrice, 
de geometrie analitică (a publicat în 1740 o broșură intitulată 
chiar Ulilizárile analizei lui Descartes), în care după cum spune 
același Wieleitner, erau conţinute o serie de idei noi. | 

Printre altele, el descoperă următoarea frumoasă proprietate : 
dacă o curbă de ordinul III are trei puncte de inflexiune, atunci 
acestea sint în mod necesar coliniare. 

În fine, de Gua a avut si citeva rezultate interesante în do- 
meniul „trigonometriei sferice“, într-o lucrare din 1783 (a apărut 
abia trei ani mai tirziu în „Memoriile“ Academiei din Paris). 

- După cum se vede, sacerdotul francez se ocupa mai mult de 
matematică decît de teologie! s 

Înainte de a trece la subiectul următor, sá vá propun cîteva 
ecuaţii. Mai întîi, două probleme ale lui Petre Sergescu : 

1. Ecuația x? + 3r — a = 0 are cel mult o singură rădăcină 
de modul subunitar, oricare ar fi a real (GM, Anul XXXVIII, 
1933, nr. 11, p. 437). 

2. Ecuația xt + 4x — a = 0 are cel. mult o singură rădăcină 
„de modul subunitar, oricare ar fi a real (GM, Anul XXXVIII, 1933, 
nr. 12, p. 473). * 

„După cum vedeți, avem două probleme din „vechea“ Gazetă — 
cum se spune acum. Problemele par (adică nu par, ci sînt) inrudite. 
Probabil că lucrul este adevărât pentru o ecuație de tip mai general 
şi anume : 

a" + nr ~a = 0 
fiindcă prea seamănă între ele si se deduc ca un caz particular al 
ecuaţiei de mai sus pentru n — 3 si n — 4. 

Cu. numele lui Petre Sergescu, tinerii nostri, cititori cred 
că s-au întîlnit mai rar, E util cred să menţionez cîteva elemente, 
fiindcă acesta s-a ocupat intens de teoria ecuaţiilor algebrice lăsînd 
citeva rezultate interesante, 
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Petre Sergescu s-a născut în 1803 la Turnu-Severin, S-a dedicat 
de timpuriu activităţii intelectuale, în ciuda faptului că încă din 
copilărie şi-a pierdut un ochi în urma unui accident, 

A absolvit Facultatea de Matematică la Bucureşti, avînd o 
galerie de profesori iluştri: Tiţeica, Pompeiu, Lalescu. 

Simultan a urmat filozofia si Conservatorul, absolvindu-le 
cu succes in 1916, 

Primul război mondial îl găseşte pe Sergescu în tranșee. Din 
nefericire cade prizonier şi aproape doi ani îi petrece într-un lagăr 
german din Bulgaria. Reuşeşte să scape si în 1919 pleacă la Paris 
să-şi desăvirşească studiile. Urmează matematica si filozofia 1nate- 
maticii — materie aproape necunoscută la noi pe acele vremuri, 
Acéste cursuri, predate la Sorbona de cunoscutul Pierre Boutroux 
au avut o influență remarcabilă asupra lui Sergescu. La întoarcerea 
în ţară, activează din 1926 la Universitatea din Cluj ca profeso 
de geometrie analitică. 

În 1929 el are iniţiativa înfiinţării unei reviste de matematici 
superioare la Cluj pe care a intitulat-o „Matematica“. 

Am în faţă volumul II din 1929, dedicat aniversării a 48 de 
ani de carieră universitară a profesorului David Emmanuel. În 
comitetul de redacție citim nume celebre ale matematicii româneşti : 
Titeica, Pompeiu, Anghelutá, Davidoglu, Stoilov, Vilcovici și alţii. 
Ca secretar, Petre Sergescu — cel care avea practic în spate munca 
administrativă, de fel ușoară, în nici o epocă istorică ! 

„Matematica“ din Cluj apare şi astăzi. În paginile ei au colabo- 
rat nu numai matematicieni români de seamă, ci și o serie de 
cunoscuţi matematicieni de pe alte meleaguri: Luzin (U.R.S.S.), 
Blaschke (Germania), Frechet, Cartan, Montel, Picard, Lebesgue 
etc. (Franţa), Sierpinski (Polonia), Walsh (S.U.A.) etc. 

În 1940, odată cu rusinosul Dictat de la Viena, prin care 
Hitler impártea harta Europei dupá bunul sáu plac, o parte a 
Ardealului este ocupatá de trupele horthyste. 

Sergescu abia reuşeşte sá fugă — fiind pe lista neagră a 
horthyștilor — ca militant pentru Unirea de la 1 decembrie 1918. 
Îşi pierde atunci întreaga bibliotecă, manuscrisele si casa. S-a 
refugiat întii la Timişoara, apoi la Bucureşti. În 1944, un alt ghinion: 
„bombardamentele asupra Bucureștiului îi distrug casa si o dată 
cu ea noua bibliotecă și celelalte bunuri, 

Cu toate aceste lovituri ale soartei, Sergescu a rămas un 
optimist și a continuat să lucreze în folosul patriei sale. Astfel, 
în 1929 a organizat primul Congres al malematicienilor români 
(Cluj), apoi în 1932 a organizat la Turnu-Severin pe cel de-al doilea. 


A participat Ja o serie de congrese internaţionale în Polonia, ' 


Germania, Franţa, Elveţia, Cehoslovacia, Olanda. | 
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Sergescu s-a ocupat îndeosebi de algebră — teoria ecuaţiilor 
în particular, dar adevărata sa vocaţie era istoria matematicii, 
fiind de fapt primul istoric al matematicii de talie internațională 
din ţara noastră: a fost secretar al Academiei Internaţionale 
pentru Istoria Științelor si a publicat articole în cele mai impor- 
tante reviste din acest domeniu : 

În GM anul XXXIX, 1934, nr. 6, pp. 222 —223 găsesc o notitá 
a lui Ion lonescu — unul dintre ,stilpii? Gazetei — care informa 
pe cititori că Petre Sergescu a ținut în Franţa la celebra universitate 
Montpellier, un ciclu de conferinţe referitoare la istoria matematicii 
în Franţa si România şi că a publicat — tot in Franţa — o apreciată 
lucrare Les Sciences Malhémaliques en France (colecţia „Tableau 
du XX-eéme siècle“). - 

După cel de-al doilea război mondial, faima lui Sergescu ca 
istoric al matematicii crescuse neincetat. El tine conferinţe peste 
conferinţe (în diverse orașe ale Europei), publică numeroase lucrări. 

În 1953, întorcîndu-se cu vaporul de la cel de al VII-lea Congres 
International de Istoria Științelor (ţinut la Ierusalim) la care a 
fost invitat de onoare, Sergescu se îmbolnăvește grav pe drum 
si un an mai tirziu se stinge la Paris, lăsînd numeroase manuscrise 
încă nepublicate. 

Pierderea lui Sergescu a lăsat într-adevăr un gol în rindul 
cercetătorilor de istoria matematicii, deoarece el îmbina pe lingă 
o cultură matematică temeinică, avantajul cunoașterii unor limbi de 
circulaţie cît şi al unor limbi „mici“ ca româna şi polona (soția 
sa era poloneză si el a învăţat bine această limbă). În plus, avea 
solide cunoştinţe de filozofie, căpătate de-a lungul anilor de studiu 
de la Bucureşti și Paris. l 

lată cîteva lucrări ale lui Sergescu referitoare la ecuații: 

„1. Asupra ecuaţiilor de gradul al treilea. GM, Anul XXXV, 
1929/30, p. 46. T 

2. O clasă de probleme în teoria ecuaţiilor algebrice. RMT, 
Anul II, 1922, nr. 4. ` 
3, Ecuatii cu rădăcini subunitare. GM, Anul XXXV II, 1931/32 
p. 128. : 

4. Asupra limitării modulelor rădăcinilor ecuaţiilor algebrice. 
GM, Anul XLV, 1939/40, p. 512. 

. Sergescu a prezentat rezultate originale in teoria ecuaţiilor 
si la diferite congrese internaţionale : 1927 (Lwów), 1929 (Varşovia) 
1932 (Zürich), 1934 (Praga). 

.. latá una dintre teoremele interesante ale lui Sergescu, refe- 
ritoare la ecuaţia de gradul III. 

"je 0, A = gi B == pedi == Y — 1), afixele zerourilor unui 
polinom de gradul III (B > 1). Atunci, pentru zerourile M şi 
K ale derivatei sale au loc următoarele inegalităţi: 
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AAA 
ot * Se 


PERA, 
3 3 


SE 

= y3 

+ BVB BELL 1+B -89 4-81. P 

> Oh > 2 ya 

3 3 E 
Limitele sint atinse. Inegalitátile la dreapta pentru OM si OK sint 
atinse cind punctele O, A, B sint coliniare în ordinea BOA, iar 
iuegalitàtile la stinga sint atinse cind coliniaritatea are loc în 

ordinea OA B. Inegalitátile extreme sint atinse cind 8 = 1. 


3> 


* 


Acum, la încheierea curiozitátilor citeva probleme „din ve- 
chime“ (luate din Niewenglowski, 1921). 

1) Fiind dată ecuația z? + px + q = 0 cu rădăcinile z,, £3, T3, 
să se alcătuiască ecuația care are drept rădăcini y, = (1, — 1,)?, 
Ya = (Ta — x;), Ys = (x, — 21)?. . A 

Răspuns : Se va obţine, aplicind relaţiile Vietà, y? + 6py? + 
+ 9p*y + 4p* + 274? = 0. Observati termenul liber: este chiar 
discriminantul ecuației de grad III multiplicat cu 4 x 27. 

2) Presupunind că rădăcinile ecuaţiei zi + ar? + ar? + 
+ ast + a, = 0 sint în progresie aritmetică, atunci rădăcinile ex- 
treme sint date de ecuaţia : 


5:., 
£r + a)? = 9a? — 24a;. 


(Gatti) 
3) Fiind dată ecuaţia aqt + 4a, 2? + Gaza? + 447 + a = 
cu rădăcinile z,, zr, T, satisfácind relația (2, + Xa) (Xa + ta) = 
= (rz, + 1,7,) atunci : 
Qo 0 (€, 
ti Aa P = 0 
da as a 
„4) Fiind dată ecuaţia xt na + pa? + qu + r=0 cură: 
dăcinile z,, Za, Zy, z,,/sà se arate că ecuaţia care are drept rădăcini 
Yi = Par Fatu Va = Tita H Tatu, Yo = Tata H Tate are forma 
r* — pr? + (nq —4rjx — q? — nr + Apr = 0, 
5) Sá se arate că orice ecuaţie reciprocă de gradul IV se 
poate reduce la o ecuaţie bipătrată prin substitutia : 


, jc 
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6) Fiind dată ecuaţia a^ + pe +q = 0, să se determine cu 
ajutorul teoremei lui Descartes o limită superioară a numărului 
de rădăcini reale ale ecuaţiei, cuprinse în intervalul (a, b). 

(Jacobi) 

7) Dacă patru coeficienți consecutivi ai unei ecuaţii f(x) = O 
(grad oarecare) sint în progresie aritmetică, atunci, în mod necesar, 
ecuația are rădăcini imaginare. 

(Hermite, 1842) 

8) Fiind dată ecuaţia xi — dax? + 202? + 1 = 0, să se de- 
termine a si b astfel ca ecuaţia să aibă numărul maxim de rădăcini 
reale 

(Humbert, 1888) 

9) Să se rezolve ecuaţia 10x* — 51% — 762? + 58x — 11 = 0 

(Sturm) 

10) Fie ecuaţia a,z* — a, t? a£? — dex + a, = 0, unde a, 

(i = 0, 4) sint numere reale pozitive. Fie : 


d, à , (~a a 
H = max 2, 3, h=min}ž, “2 
lo d l (lg 


„Atunci toate rădăcinile reale ale ecuației sînt cuprinse in inter- 
valul (H, h) dacă H < h, iar dacă H > h, atunci toate rădăcinile 
ecuației sint complexe. | 
(Prouhet, 1920) 
11) Sá se arate că toate rădăcinile ecuaţiei xt — x + 1 — 0 
sînt imaginare. 
(Admitere la Școala Normală din Paris, 1880) 
12) Să se rezolve ecuaţia x? — (a + 2B)«? + (2«B + B? 4 
+ 3y?)x — a(b? + 3y?) = 0. Discuţie, 
(E. Kummer). 
Cred că acest paragraf nu v-a displăcut prea tare. Oricum,. 
m-am chinuit să demonstrez „detractorilor“ ecuației de gradul IIL 
(IV) că încă au mai fost de zis lucruri interesante despre ele. 


INVINGÁTORII TRISTI 


De ce'tristi, poate vá-ntrebati. E desigur o licenţă poetică 
pe care mi-am permis-o, fiindcă ,în realitate ei au fost aceia care 
au reușit să dovedească faptul că ecuaţiile generale de grad mai 
mare sau egal cu V nu sînt rezolvabile prin radicali, 

Tristeţea ar proveni deci din faptul că în acest domeniu nu 
mai e nimic de făcut, adică orice cucerire n-ar mai fi valabilă 
decit pentru cazuri particulare sau în anumite condiţii speciale, 
cum ar fi anumite relaţii între coeticienţii ecuaţiei ete, 
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Am în față — tot de la același Pompy, omniprezent în viaţa 
noastră de scirtiitori cu creionul pe hirtie — un număr din revista 
„Archive for the History nf Exact Sciences“ (nr. 3 din 1980). 
Există acolo un articol al lui R.G. Ayoub intitulat: „Contribuțiile 
lui Paolo Rufiini la studiul ecuaţiei de gradul V“. Practic, e o 
trecere in revistă foarte documentată a incercărilor de rezolvare 
prin radicali a ecuatiei de gradul V si de punere în lumină a ideilor 
novatoare ale lui Paolo Ruffini in legătură cu imposibilitatea 
„radicalizării* soluțiilor ecuaţiei generale de gradul V. 


De fapt, cu această continuă „goană după radicali“ (cum 
inspirat cred c-am numit-o în Surprize) ne-am intilnit destul de 
copios in rindurile de mai sus. : 

Avoub isi incepe lucrare2 cu un gind pe care probabil l-a 
avut toti cei care am indrágit matematica : unul dintre cele mai 
fascinante rezultate ale algebrei este acela prin care se demonstreazá 
imposibilitatea rezolvürii prin radicali a ecualiilor de grad mai mare 
decit IV. 

Obsesia care a -chinuit generaţii intregi de matematicieni a 
fost spulberată. Lovitura de graţie a fost dată la sfirsitul secolului 
al XV II-lea si la inceputul celui de al XIX-lea, prin lucrările lui 
Niels Abel (1802 —1829), Evariste Galois (1811 —1832) si Paolo 
Ruffini (1765 —1822). 

De fapt, Ruffini a fost primul care a afirmat faptul că rezol- 
varea prin radicali a ecuaţiei de gradul V este imposibilă. Ruffini 
publică in 1799 o cártulie intitulată spectaculos „Teoria generală 
a ecuaţiilor, in care se arată că soluţia algebrică a ecuației generale 
de grad mai mare decit IV este imposibilă“. 

O idee similară exprimase si marele Gauss (1777 —1855). El 
spunea că „după strădaniile atitor matematicieni! a rămas o slabă 
speranţă că se va ajunge vreodată la rezolvarea unei ecuaţii al- 
gebrice generale. Apare din ce in ce mai probabil faptul că această 
rezolvare este imposibilă și contradictorie. Este posibil că nu 
va fi deosebit de greu sá se demonstreze cu rigurozitate această 
imposibilitate pentru ecuația de gradul V“. 

Gauss nu s-a mai ocupat de această problemă. 

Lucrarea lui Ruffini n-a prea fost înțeleasă la vremea res- 
pectivă. După cum menţionează istoria matematicii, celebrul 
Cauchy (1789 —1857), care la vremea sa n-a acordat suficientă 
atenţie memoriului lui Galois, a fost se pare singurul care a înţeles 
esenţa gindirii lui Ruffini. Galois însuși îl menţionează pe Ruffini 
ca precursor al ideii de insolvabilitate prin radicali a „quinticei“. 


UA umea e 


! Gauss spunea, ca de altfel ṣi majoritatea lumii din acea vreme, „geometri“— 
in loc de matematicieni (vezi si scrisoarea lui Frederic cel Mare către Lagrange). 
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Cine era de fapt acest Ruffini: toate istoriile matematicii 
pe care le-am consultat menţionează la unison că lucrările sale au 
fost sau uitate, sau umbrite de ale unor contemporani iluștri, 
sau neinfelese în adevărata lor valoare. 

Spre deosebire însă de Galois și Abel, care au murit neverosi- 
mil de tineri, în plină putere creatoare, unul într-un duel, altul 
de sărăcie, Ruffini a fost recunoscut și apreciat în întreaga Italie 
ca... medie practician. Născut in 1765 într-o familie de medici, 
intră la Universitatea din Módena în 1783 și obţine în 1788 titlul 
de doctor în filozofie, medicină si chirurgie. 

Studiază în timpul liber matematica și publică unele lucrări 
interesante printre care Algebra e suo appendice (Algebra si aplica- 
tiile sale,. 1807 —1809, în două volume), iar în 1813, Reflectii 
asupra rezolvării ecuaţiilor algebrice generale. 

A murit în 1822, după o strălucită carieră de medic. Un bio- 
graf modern al lui Ruffini mentioneazá că acesta era adorat de 
pacienţii săi si cá faima sa de medic umbrea pe aceea de matema- 
tician, eie ud. ; 

In realitate, meritele lui Ruffini în lupta pentru rezolvarea 
ecuaţiilor de. ordin superior au început să fie recunoscute mult mai 
tirziu. Probabilcă primul studiu sistematic asupra contribuţiei lui 
Ruffini datează din 1892 si apartine lui H. Burkhardt. Acesta a 
publicat într-o revistă, cunoscută pe acea vreme „Jurnalul pentru 
„matematică si fizică“ (Zeitschrift für Mathematik und Physik) 
care apărea la Berlin, un studiu de 40 de pagini intitulat sugestiv 
„Începuturile teoriei grupurilor si Paolo Ruffini“. 

„Noutatea ideilor lui Ruffini, dar si modul său de redactare 
„mu prea clar“ (cum îl apreciau contemporanii) i-au adus necazuri 
acestuia, în-sensul că lucrările Sale și-au găsit puțini adepti. 

Lagrange nu a acordat atenţia cuvenită rezultatelor lui Ruffini 
totuși el mărturiseşte că a citit memoriul acestuia, l-a găsit inte- 
. resant, dar fiindcă Ruffini.n-a furnizat demonstraţii clare anumitor 
elemente pe care le afirmá și fiindcă problema e de o mare impor- 
tanfá, pentru a nu „face vilvá“ în lumea matematică, el nu doreşte 
să ia public atitudine. 

Singurul care și-a dat seama de importanţa lucrărilor lui 
Ruffini — cu toate neclaritáfile acestora — a fost Cauchy. 

Între 1813 si 1825 Cauchy s-a ocupat practic cu generalizarea 
unor rezultate ale lui Ruffini referitoare la teoria permutărilor, 
menfíonind contribuţiile acestuia din urmă. 

ntr-o scrisoare din 1821 către Ruffini, Cauchy îl intormează 
că a prezentat chiar o conferință la Academia Franceză de Ştiinţe 
despre insolvabilita tea prin radicali a ecuaţiilor generale de grad 
mai mare decit IV, unde a insistat asupra meritelor sale (ale lui 
Ruffini), 
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Probabil că a fost singura satisfacție morală pe care a avul-o 
acesta referitor la activitatea sa matematică, De fapt, 6 luni mai 
tîrziu de primirea scrisorii lui Cauchy, Ruffini moare, 

Operele sale matematice au fost adunate în trei volume in- 
grijite de acelasi Ettore Bartolotti (vezi „Magicienii italieni”), care 
au apărut la Palermo în 1915. Se menţionează şi o biografie a lui 
Ruffini, apărută la Florenţa, după cel de al doilea război mondial. 


* 


Să vedem acum care a fost rolul lui Abel. Acesta, născut in 
Norvegia ca fiu al unui popă de ţară, in 1802, deovedeste un 
talent înnăscut pentru matematică și la numai 18 ani atacă dificila 
problemă ce fráminta minţile matematicienilor epocii : rezolvarea 
prin radicali a ecuaţiilor. În 1821 el chiar crede că a reuşit să re- 
zolve ecuaţia de gradul V prin radicali, dar încercînd să dea nişte 
exemple numerice şi-a dat seama de eroare. 

Trei ani mai tirziu (deci în 1824), Abel publică pe cheltuială 
proprie o broşurică în care demonstrează că ecuaţia de gradul V 
nu este rezolvabilă prin radicali. : 

Fiindcă era foarte săraci, Abel a scurtat cit a putut demoastra- 
tia (ea să nu-l coste prea mult tipáritul) si a pregătit pe foi separate 

“scrise de-mînă şi copiate de mai multe ori, întreaga argumenta|ie. 

Abel a reușit să obțină de la Societatea Regală de Științe 
din Copenhaga o bursă, cu ajutorul căreia a putut călători in 
Italia, Franţa si Germania şi şi-a putut ráspindi lucrarea în lumea 
matematică a vremii. O copie a ajuns şi la marele Gauss. Interesant 
este că după moartea sa, corespondența de la Abel a fost găsită 
nedesfăcută. 

“Biografii lui Gauss arată că acesta era un om integru : desi 
anticipase multe rezultate ale altor matematicieni, a preferat să 
să nu le publice atunci cînd și-a dat seama că acestea au fost mai 
profund redactate de alţii. Chiar în cazul lui Abel s-a intimplat 
un astfel de fapt. Desi Gauss introdusese aşa-numitele „funcții 
eliptice“ în celebrele sale „caiete de note“, Abel a publicat un arti- 
col sintetic și foarte elegant redactat asupra acestora, fără bine- 
înţeles să stie ce ascundeau caietele lui Gauss. Gauss a păstrat 
tăcerea, recunoscind lui Abel meritele unei descoperiri bine dusă 
pînă la capăt. ` à; 

. Ceva mai tirziu, in 1828, într-un manuscris publicat postum, 
Abel face următoarea afirmație: „Dacă nu mà înşel, primul in 
afară de mine care a încercat să demonstreze imposibilitatea re- 
zolvării ecuaţiilor algebrice (de gradul V — n.n.) este geometrul 


1 În acele vremuri, în țările nordice bintula foametea, Abel s-a îmbolnăvit: 
de tuberculoză și la numal 27 de ani s-a stins din viaja, 
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Ruffini, Dar memoriul său este atit de complicat, încit este dificil 
de apreciat validitatea raționamentului sáu". 

Astăzi, teorema care asertează această imposibilitate, poartă 
numele de teorema Abel-Ruffini. Contribuțiile celor doi giganti 
sînt împăcate în posteritate. 

* 


Ce a mai fácut atunci Galois ? 

Operele lui Ruffini au însemnat — după cum ne spune Wieleit- 
ner [39 p. 421] — „o pregătire pentru teoría algebrică a grupurilor“. 

Abel a reuşit să dea pînă la moartea sa timpurie o soluţie 
definitivă pentru demonstrarea imposibilității rezolvării prin ra- 
dicali a ecuaţiei de grad V. 

În 1829 — ultimul an al vieţii sale — apare un articol extrem 
de profund al lui Abel în care acesta arată că o ecuaţie ireductibilă, 
al cărei grad este un număr prim, este oricind solutionabilá prin 
radicali dacă din orice pereche de rădăcini, una se exprimă raţional 
în funcţie de cealaltă. Astfel de ecuaţii se numesc astăzi abeliene. 

Galois a fost însă acela care a abordat sistematic cercetarea 
ecuaţiilor cu ajutorul teoriei grupurilor. 

Galois a avut o viaţă extrem de furtunoasă. Născut în 1811 
el a murit la numai 21 de ani, în 1832 în urma unui duel. Unii 
autori [2] susţin că duelul a fost cauzat de o intrigă amoroasă, 
dar alţii nu exclud posibilitatea ca tocmai această situaţie să fi 
fost favorizată de politia regalistá franceză. Galois a luat parte la 
revoluţia franceză din 1830 şi a fost dat afară din Şcoala Normală 
din cauza ideilor sale revoluţionare. De menţionat că a fost de 
două ori respins la înscrierea în Școala Politehnică din Paris. 
În ajunul duelului, în ultima noapte din scurta sa viaţă, Galois 
a scris o scrisoare unui prieten, care poate fi considerată drept 
„testamentul său științific“. Acest document dramatic — spune 
Struik [30, p. 205] se încheie cu următoarele cuvinte : „Vei ruga 
în mod public pe Jacobi sau pe Gauss să dea o părere finală nu 
asupra corectitudinii, ci asupra importanței acestor teoreme. După 
aceasta, sper că se vor găsi oameni care să considere necesar să 
descifreze aceste lucruri dificile“. - | 

Manuscrisele lui Galois au fost publicate treptat de Liouville, 
începînd cu 1846, S-a văzut cu această ocazie că practic Galois 
crease bazele unei noi teorii — teoria grupurilor, eu ajutorul căreia 
a reușit să demonstreze că toate încercările de a rezolva prin 
radicali ecuaţii generale de grad strict mai mare decît 4 sint sor- 
tite eșecului, Nu este vorba numai de ecuația de grad V — pre- 
blemá solufionatá de Abel si Ruffini, ci de orice altă ecuaţie gene- 
ralá de grad n> 5. ' 
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Ruffini. Dar memoriul său este atît de complicat, încit este dificil 
de apreciat validitatea: rationamentului său“. 

Astăzi, teorema care asertează această imposibilitate, poartă 
numele de teorema Abel-Ruffini. Contribuțiile celor doi giganti 
sint împăcate în posteritate. 

* 


Ce a mai fácut atunci Galois ? 

Operele lui Ruffini au însemnat — după cum ne spune Wieleit- 
ner [39 p. 421] — „o pregătire pentru teoria algebrică a grupurilor“. 

Abel a reușit să dea pînă la moartea 'sa timpurie o soluţie 
definitivă pentru demonstrarea imposibilității rezolvării prin ra- 
dicali a ecuaţiei de grad V. 

În 1829 — ultimul an al vieţii sale — apare un articol extrem 
de profund al lui Abel în care acesta aratá-cá o ecuaţie ireductibilă, 
al cărei grad este un număr prim, este oricind solutionabilá prin 
radicali dacă din orice pereche de rădăcini, una se exprimă rațional 
în funcţie de cealaltă. Astfel de ecuaţii se numesc astăzi abeliene. 

Galois a fost însă acela care a abordat sistematic cercetarea 
ecuaţiilor cu ajutorul teoriei grupurilor. 

Galois a avut o viaţă extrem de furtunoasă. Născut în 1811 
el a murit la numai 21 de ani, în 1832 în urma unui duel. Unii 
autori [2] susțin că duelul a fost cauzat de o intrigă amoroasă, 
dar alţii nu exclud posibilitatea ca tocmai această situație să fi 
fost favorizată de poliția regalistă franceză. Galois a luat parte la 
revoluţia franceză din 1830 şi a fost dat afară din Şcoala Normală 
din cauza ideilor sale Aida nare De menţionat că a fost de 
două ori respins la înscrierea în Şcoala Politehnică din Paris. 
În ajunul duelului, în ultima noapte din scurta sa viaţă, Galois 
a scris o scrisoare unui prieten, care poate fi considerată drept 
„testamentul său științific“. Acest document dramatic — spune 
Struik [30, p. 205] se încheie cu următoarele cuvinte : „Vei ruga 
în mod public pe Jacobi sau pe Gauss să dea o părere finală nu 
asupra corectitudinii, ci asupra importanței acestor teoreme. După 
aceasta, sper că se vor găsi oameni care să considere necesar să 
descifreze aceste lucruri dificile“. - 

Manuscrisele lui Galois au fost publicate treptat de Liouville, 
începind cu 1846, S-a văzut cu această ocazie cá practic Galois 
crease bazele unei noi teorii — teoria grupurilor, cu ajutorul căreia 
a reușit să demonstreze că toate încercările de a rezolva prin 
radicali ecuaţii generale de grad strict mai mare decit 4 sînt sor- 
tite eșecului. Nu este vorba numai de ecuaţia de grad V — pre- 
blemă solufionatá de Abel şi Ruffini, ci de orice altă ecuaţie gene- 
ralá de grad n> 5, 
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Trebuie menţionat faptul că în aceeași perioadă, Cauchy, 
impulsionat de rezultatele parţiale ale lui Ruffini începuse să 
atace sistematic aceste probleme, ajungind la rezultate remarcabile, 
independent de Galois. Desigur, meritele lui Galois nu sînt de fel 
diminuate, din contră, reiese foarte clar geniul său, care fără o 
pregătire organizată reuşeşte să elaboreze o teorie închegată şi să 
dea răspuns definitiv OBSESIEI DE 2000 DE ANI — cum ne-am 
permis să zicem noi despre acest capitol plin de aventuri al algebrei. 

Nu voi intra în amănuntele teoriei lui Galois, fiindcă evident 

va trebui să depăşim nivelul programei actuale. În plus, probabil 
nici n-aş fi cea mai indicată persoană, fiindcă în acest domeniu 
(algebra) sint doar un amator, ca si voi. Lăsăm deci adevărații 
profesionişti ai algebrei să descrie cum trebuie această problemă. 
Însă, pentru tinerii îndrăgostiţi de matematică sau pentru viitorii 
matematicieni, care vrind-nevrind se vor intilni cu această problemă 
în primul an de facultate, recomand [3]. 

Totuși, de la Galois încoace, matematicienii de profesie sau 
“amatorii pasionaţi nu s-au descurajat si au încercat să găsească 
diverse cazuri speciale în care rezolvarea prin radicali a ecuaţiilor 
de grad mai mare decit 4 este posibilă. 

Trebuie să recunosc că n-am scăpat nici eu de această „boală“. 
Redau drept urmare din GM nr. 5/1980, pp. 199—200 o scurtă 
notă matematică ce-mi aparţine și care se referă la ecuația de 
gradul V. 

Ştim deci că ecuația generală de gradul V se poate aduce uşor 
la forma 25 + bix? + bax? + bax + b, = 0. Una din formele des 
întilnite este aceea în care b, = 0, astfel cá vom considera ecuația 
T? d AT HA + A¿=0, Aj A, A ¿<R(*) si ne punem Ìn- 
trebarea în P conditii se poate rezolva (*) prin radicali. Ei bine, 
conditia este următoarea : 54, = Ai. Sá dovedim acest lucru. 
Ne inspirăm din ideea aceluiași primar de Amsterdam, J. Hudde. 
Fie deci z o soluţie de forma u + v (x = u + v) si să mai notăm 
uv = B. Scriem apoi identitatea : 


us +0 = (us v)* — [Suv(u? + v?) + 10u*o*(u + v)] = 
„= (u zh v)* — {5uv[(u «+ v)? — Buv(u + v)] + 10u20*(u + v)) 
care conduce deci la sistemul: 
| u5 ej o5 = g3 — DRB 4 5B?r 
utv’ = p 
Acesta ne furnizează ecuaţia de gradul II: 
— (x5 — 5Bx0 + 5B301 + Bs = 0 
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Dacă vom nota t? —5Bx* + 5B'z = C obţinem rădăcinile: 
us He +C —4B*], v= ; [C — VC: —4B*] 


si deci: 
w +/C2-4B> , ELR 
deal E spe 
care este prin urmare soluție a ecuaţiei z* — 5Bx* + 5B'r—C = 0. 
Notind — C = A, —5B = A,, 5B? = A, se observă că există 
relația 5A, = AÌ. 
5. 5. 

Exemplu. Sá se arate că numărul y4 4- y8 este o soluţie 
a ecuaţiei zê? — 10r? + 20r — 12 = 0. 

Mai’ întîi vom remarca faptul că nici unul dintre divizorii 
termenului liber ( — 12) si anume 1; 2; 3;4;6; 12 nu este rădă- 
cină a ecuației date, deci trebuie să ne luăm speranța de la vreo 
rădăcină rațională. ; 

' — Vedem însă că avem relaţia „magică“ 54, = Aj (5:20 = 
= 102), adică B = 2 şi C = 12. 
Atunci formula prezentată devine: 


712 4 141— 128. 1/12 Vidi 128 
m | AMA E i ¡ERA " 


—— ÀMÀÀ— 


2 2 
8r —— "^mm. 4 5 
12 + 16 12 —V 16 = — 
MICHI pe aya 


Prin 1985, în „cealaltă“ Gazetă, adică aşa-numita GM-metodo- 
logică care apare tot sub egida Societăţii de Științe Matematice 
din Bucureşti, am publicat o scurtă notă referitoare la un caz 
de rezolvare a ecuaţiei de gradul VI. (nr. 3—4,anul VI, 1985, 
pp. 126 —127). N 

Înainte de aceasta, din GM nr. 5/1980, dar la pagina 213, 
am zărit o problemă interesantă : 

„Să se arate că ecuația Gaz? + 6bx? — 3ax — 2b = 0 are cel 
puțin o rădăcină reală x,, care satisface relația 


Ib] — la] < lazo] < Ib] + la] 


unde a, b & R,ax0. 
(C. Duvac, Motru). 
De asemenea, o frumoasă problemă a lui D.M. Bátinetu, 
activ colaborator al GM. 
1 „Să se rezolve in numere naturale prime ecuaţia : 
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y 
( y MEAM v —|Vj ed. ] n 


rit — À ——Í— e m o t ] 
3 D 


¡GDA 1) 

` Soluţia fiind dată la pp. 221 —222 din aceeași GM n-o mai repet, 
N-ar fi rău s-o vedeţi, fiindcă problema e mai puţin uzuală — decl 
implicit interesantă, 

Să revenim la ecuaţia de gradul VI, Redactarea notei de care 
vă spuneam mi-a fost inspirată de o notă a lui Al. Zaharescu din 
GM nr. 8/1978, pp. 328 —329. El aplică metoda lui Buieliu (fără să 
știe probabil) de la ecuatia de grad IV pentru ecuaţia de grad VI, 
adică găseşte condiţiile in care f(x) = a* + 404 + ae + lat? «a 
d- aaa? + at H de = 0 se poate pune sub forma diferenței a două 
pătrate f(x) = (a? + ax? + ba + 0)? — (ma? + nz «+ p) = 0, unde 
n? = 4mp (ca să avem termenul respectiv pătrat perfect). 

După efectuarea calculelor şi identiticărilor, autorul găseşte 


1 1 i 1 > 
a = 5^ b = sd — i), c= 16 [Sas — a,(4a; — aï) ), 


m = b? 4 2ac — a, n 2bc — as, p = c — dy. 


Relaţia n? = 4mp leagă deci coeficienții ecuaţiei iniţiale. În 
final, se obţin deci două ecuaţii de gradul III: 
a 4a.— a - — 
w E k. a+ rm x hc de (Vm. le: — (4) = 0. 


9 


Metoda se poate aplica și la ecuația de gradul V prin simpla 
înmulțire a acesteia cu v, obţinînd astfel o ecuație de grad VI in 
care d, = 0 ceea ce mai ușurează forma „rezolventei“ : 

i 2 
4a, — aj 


Qi n 
T q—iq———-zrz.-c — t4d-c|-—90. 
2 8 " + (2 + 


Una dintre aceste ecuatii se reduce practic la o ecuatie de 
gradul II, datorită reducerii lui c şi eliminării lui x = 0. 

M-am gindit dacă nu există şi o altă abordare care sá, ducă 
la găsirea unei rezolvente de gradul III. Soluţia a venit prin con- 
sultarea unui celebru „Spravocinik“ (indreptar — în rusește) de 
teoria curbelor plane de ordinul III, al autorilor sovietici A.S. 
Smogorjevskii şi E.S. Stolova. Mi se pare că l-am mai pomenit 
si prin celelalte opere albatrosiste (o lucrare excelentă — cea a 
autorilor sovietici), 


Voi considera deci ecuaţia a* + UL A ga he asa? a = 
— 0, a, € Z, i= 1,4, si voi arăta că in anumite condi ii pentru 
I 
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ar, Ce si a, oricare ar fi as, există o rezuiventá de gradul III deci 
ecuația de mai sus este rezolvabilă prin radicali. 

În ,indreptarul” cu pricina citim la pagina 220 o definiţie: 
o „cubică“ se numeşte circulară, dacă ecuaţia sa carteziană se poa.e 
serie sub forma (pz + qy)(z* + y?) + a(x, y) = 0, unde p şi q 
nu sint în acelaşi timp nule, iar a(z, y) este un polinom cel mult 
de gradul II. 

Aleg acum nişte valori convenabile: p = q = 1 si a(z, y) = 
= constant (fie acesta — c, pentru simetria scrierii cu a € Z) 
şi deci obţin: . 
T? + y? 4 dy + y? — a. 
Intersectez acum această cubică circulară specială cu o conică 


şi anume, cu hiperbola echilaterá xy = k. Găsirea punctelor de 
intersecție o facem scriind cubica astfel : 


(x + y) — 2ay(x + y) =4 
sau : 
(x + y) — 2k(1 + y) = 4. 
Notind acum z + y =u, am obținut ecuaţia rezolventei, u’ — 
— 9ku — a = 0, care conduce la sistemul facil x + y = u (i = 1, 


2, 3), rg = k. : 
Aşadar, reducerea ecuaţiei de gradul VI la cea de gradul III 
de mai sus implică de fapt a, = k, as = k2, c, = k? (da =-— 4, 


dar aceasta este neimportant). Am demonstrat in realitate cá 
sint rezolvabile prin radicali, ecuatii de gradul VI de tipul: 


i5 krt — axr + kr? + k = 0 (*) 


într-adevăr, prin substitutia y = kr in 2? + y* daa 
+ ry? — a = 0 găsim imediat (*). 

În concluzie, fiind dată ecuaţia 1* + d,z* + 4i2* + 4,2? + 
+ d = 0 cu a; (i = 1, 4) întregi, oricare ar fi a, € Z, iar di, d3, t, 
in progresie geometrică, atunci ecuaţia este rezolvabilă prin radicali, 
avînd o rezolventă de gradul III. 

încercăm un rezultat de „ultimă oră“. Am arătat in GM anul 
LXXXV, nr. 5/1980 o condiţie de solvabilitate prin radicali a 
ecuaţiei de gradul V. 

Cred că se poate arăta în general că o ecuaţie de tipul (n > 2). 


za — (2n + 1)Bx""* + (2n + Din — DBA — e — 


— (— 1))(2n + 1) B*z — C = 0, 
are selufia : 


25431 i 2n+1 
ds ye de Ea Bm , ]/c— Lu "m 
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Povestea se verifică pentru n = 2; se obţine tocmai ecuația de 
gradul V cu pricina. Pentru n — 3 am obţine o ecuaţie de gradul 
VII rezolvabilă prin radicali 2? — 7Bz* + 14 Ba — 7IPr— C = 
= 0 deci o ecuaţie „cam particulară“ adică specială. 

Am verificat „băbeşte“ că prin metoda aplicată la ecuaţia de 
grad V, treaba se verifică. Iată cum : fie u şi v două numere reale 
sau complexe si notăm u +v=S si uv = P. , 

Calculăm succesiv : 


u? + v? = (u + v)? — 2u» = S? — 9p 
u* qs v? = (u 4 0)? — 3uvţu + v) = Si — 3PS 
uk = (u 4 0) — 5upb(u? 4-0) — 10u?v?(u 4 v) = 
= S —5P(S: — 3PS) — 10P*S = S* —5PS 4 5P:$ 
w gẹ v = (ut) — Tuv(u5 + v) — 2lutv2(u3 + v?) — 
— Sou*v*(u -'- m = S? — 7P(S5 —5PS* 4 9 P?S) — 
—21P*(S* — 3PS) — 35P3S = S —7PS 4 
+ 14P28s — 7P9S | 
Formăm ecuaţia care are drept rădăcini pe u si v’. 
| u? kit S A '_7P:S — A 
up! ex pr 
Avem deci: 
z2— Az P'=0 


i ^a = 143/45 —4P"] 


si prin.urmare : 
1 EA AR a 
$= 73 [(A + VA: =4P 4 (4 ya: — 1 py] 


este o soluţie a ecuaţiei S?" — 7pSs sh 14P:5: — 7P:S —A=0 


(care coincide — mai puţin notaţiile — cu forma dedusă din for- 
mula generală conjecturată). | j 


Iată și un exemplu : fie ecuația a? — 7x3 q lda —7a 1 — 
= 0 pentru care se observă că x = 1 este rădăcin 
prin procedeul expus mai sus. Avem. : 


z = [0 4/3)" 4 (1 — 3n. 


à. Să o regăsim 


3 
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punem sub formă trigonometrică numerele complexe : 


C,=1+1/3 si C=1—iV3 


T eos. 08 
C,-—2 (s; +1 sin >) 
G, = (oss —i sin £ 
3 3 


ýC, = Y2 (cos HE T ? + i sin aie rni T 5) : 


1 Sl 


yo pre 2 Tr è TT 
VC, = va EE POER J| 
deci : 

MCE kU TOE E lis. 8 


\ 


T, = 2co 


Pentru k = găsim: 


T 
aid pre l. 


Procedeul pare deci in regulá. Ar mai trebui demonstrat cá 
formula generală e valabilă. Nu ştiu însă cum. Evident cá v-o 
dăruiesc, rezervindu-mi meritul pentru n = 2 şi n = 3. Nu e cine 
ştie ce, dar oricum pentru niște ecuaţii speciale, avem totuşi 
formule prin radicali | 


po 


LOVITURĂ PE LA SPATE: 
METODELE DE APROXIMARE 


Imposibilitatea ,radicalizárii” ecuaţiilor de grad superior 
(n > 5) a impulsionat cercetările privind rezolvarea acestor ecuaţii. 

După cum am văzut, încercări de determinare aproximativă 
a rădăcinilor ecuaţiilor de ordin superior au existat încă mult 
înaintea „învingătorilor tristi". 

Chiar unul dintre aceştia — Paolo Ruffini — a născocit un 
procedeu ingenios de rezolvare numerică a ecuaţiilor de un grad 
oarecare. ! / 

In mod curios, metoda sa a fost atribuitá lui Horner (1819 — ?) 
E adevărat că Horner a descoperit ceva similar, dar Ruffini făcuse 
acest lucru încă din 1799. Despre soarta lucrărilor lui Ruffini 
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am mai discutat, deci apare explicabil de ce istoriografia matematică 
a epocii a atribuit acest rezultat doar lui Horner. Pe de altă parte, 
este aproape sigur cá Horner n-a cunoscut lucrările lui Ruffini, 
Pentru impartialitate, vom numi metoda pe care o vom prezenta 
drept „procedeul Ruffini-Horner", 


lată despre ce este vorba : fie o ecuaţie generalá 
f(x) = dot” + art q.d a, 1 ka, =0 


unde do, 4,, ... , d, sint numere reale. 
Fie Ce un număr real. Calculám f(C,) si f(C, + 1). Presupunem 
că f(Co)f(Ca + 1) < 0, adică de fapt între numerele C, si C, + 1 
se aflá o rădăcină generală de forma: 
Cu Ci C; 
Za = Co, Ci Cs Ca... = C, d — d — 4 — 
pide TE E "10100 1000 


Efectuám substitutia y = xz — C, $i obținem ecuaţia fi(y) =0 
cu rădăcina y, = 0, C,C,C; ... iar prin substitutia : 
L 
Y 


MA 
10 
găsim ecuaţia g,(Y) = 0 cu rădăci-- Y, = Gi, GGC... 
Procedeul poate continua pînă cînd se obține aproximarea 
dorită. 
Cel mai bine ar fi să dăm un exemplu. 


üt ra 


Y 
xt = 2 p — 
A Mag 
Caleulám acum ,schema lui Horner" : 
TUE a e, 
EEN nda Meses ye 
2j 4q 4 13 
2| 1 6 


| 


(aceasta pentru ușurința găsirii lui h() $i guY)) adicá 
(y) = y’ ib Oy $ 13y —-3=0 
n(Y) = Y* qa 00Y? 45 1300Y — 3 000 = 0 
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, e 
Observăm aici că g,(2) - O0 si g,(3) 2 0. deci 2 « Y,< 3, 
adică C, = 2 si facem acum substitulia Y --2 == z, z = Z/10 sau 
= 24- Z/10 si vom avea: 


Xo = 2,2 + Z,/100 


SN RUSO, ME S doa d A 
2| 1 62 1424 — 152 
2| 1 604 1552 

2| 1 60 


Avem deci: 
g«(Z) = Z? + 660Z24- 155 200Z — 152 000 = 0 
Se vede că 0 < Z, < 1 si substitutia corespunzătoare va fi Z = 


=0 4u, U= E sau Z = = (corespunzător 7,=2,20-++ U,/1000) 


care ne furnizează : 
ga(U) = U? + 6 600U? + 15 520 000U — 152 000 000 = 0 


Am obținut „una horroreza 1“ 

¡Nu este greu de văzut (vorba vine!) cá g,(9,75) < O iar 
99,76) > O deci rădăcina U, se află în intervalul (9,75, 9,76) 
și prin urmare 2,20975 < x, < 2,20976. Așadar, rădăcina (pozitivă) 
a ecuaţiei date a fost evaluată cu o precizie de 10%, 

Dacă ne reamintim „teorema semnelor“ a lui Descartes, ob- 
servăm că alte rădăcini pozitive nu există. 

Desigur, pentru o simplă ecuaţie de gradul J11 nu era necesară 
o astfel de desfăşurare de forte. Totul a fost o ilustrare a metodei. 
Aceasta poate să pară destul de greoaie : acum în epoca minicalcula- 
toarelor „solare“, nu ne mai sperie o ecuaţie — chiar cu coeficienţi 
semiastronomici. Se pare însă că nici pe „cei vechi“ nu-i prea 
speriau. Să ne reamintim de Euler care făcea mental nişte calcule 
uluitoare... 

Mergem mai departe. În 1808, celebrul Lagrange a dat si el o 
metodă de calcul numeric, care se reduce în esenţă la exprimarea 
rădăcinii sub forma unei fracţii continue. Metoda lui Lagrange 
este binecunoscută de cei care se ocupă mai îndeaproape de aşa- 
numita „analiză numerică“. O găsim descrisă şi în Mihăileanu 
[22] la pagina 575. 

Cel mai bine ar fi s-o ilustrăm tot printr-un exemplu. Iată de 
pildă ecuaţia f(x) = 7r? — 8x? + 4x — 20 = 0. Observăm mai in- 
tii că f(1) = — 12, iar f(2) = 32 deci am localizat rădăcina in 
intervalul (1, 2). el 
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Etectuăm acum substitutia x = 1 + t/y si alcátuim „schema 
Horner“. 
7 —3 4 — 20 


A13 4 38 -—142 
117 1 19 
117 18 


Luind coeficienții din ultimele ,locage* ale tabelului in ordine 
inversă si inmultiti cu — 1, avem: 
e(y) = 12y* — 19y* — 18y — 7 = 
Din nou se observă cà 9(2) < 0 si e(3) — 0 adică 2 < y, < 3 si 
deci facem in continuare substitutia : E 


1 
y —2:- 
Din nou tabelul cu pricina: 
12 —19 —18 — 7 
2| 12 5 — 8 —23 
2| 12 29 50 
2]. 12 53 


Aceeaşi poveste repetată va da p,(z) = 23:? — 502 — 53: — 
— 12 = 0. Aici însă, p,(3) = 0 deci z, = 3, adică: 


deci ecuaţia are o rădăcină raţională pozitivă. Evident, o puteam 
găsi încercînd combinaţii ale raportului : 
20( 1 2,5, 4 10,20 
bobo bobetz bel, 
7 ( 1 727395935747 3 
dar dupá cum am mai spus, e vorba doar de o ilustrare a proce- 
deului. 
Ce ne facem însă dacă ecuația noastră e de gradul VII, de 
exemplu, are o rădăcină reală pozitivă si restul complexe conjugate ? 
Există şi pentru acest caz o metodă generală, Ea a fost abor- 
dată independent de matematicianul belgian G.P. Dandelin (1794 — 
1887), de cunoscutul matematician rus N.I. Lobacevski (1792 — 
1873) şi de matematicianul elveţian Karl Griffe (1799 —1873) 
respectiv in anii 1826, 1834 și 1837. 
În literatura modernă, această metodă ar trebui numită 
Dandelin—Lobacevski-Grüffe, cu toată lungimea titlului, 
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+ 


Sigur că metoda nu mai e așa simplă ca procedeul Ruffini- 
Horner. Calculele sint multe şi deseori complicate, dar în vremea 
noastră așa ceva nu mai constituie o problemă. 

Celor interesaţi electiv de această metodă le recomand Enfi- 
klopedia Elementarnoi Matematiki. Kniga — Vtoraia, Alghebra, 
Moskva, 1951, pp. 343 —355. 

Metoda depăşeşte cadrul nostru de mişcare, asa că lăsăm 
celor curioși plăcerea unor descoperiri pe cont propriu. 

Mai avem de discutat niște cazuri: ecuaţiile transcendente. 
Astfel, cum rezolvăm ecuaţia 


f(x) = x —5e +4smx +6=02? 


O metodă ar fi cea grafică : despărțirea în două funcţii, x — de? + 
+ 6 = — 4sin x, şi reprezentarea luif,(1) = x — 5e* + 6 şi f.(2) = 
= — 4sin x intersecţia graficelor respective furnizind soluţiile re- 
ale. Altă metodă ar fi calculul lui f(x) pentru diferite valori ale lui 
z pentru a localiza eventuala rădăcină reală. Astfel, conform cu 
[1, p. 361], avem f(0,5) >0 si f(1) < O (valori efective f(0,5) % 
& 0,1741 si f(1)z — 3,2255) si deci avem o rădăcină pozitivă 
in intervalul (0,5, 1). Totusi, pentru acest simplu calcul f(0,5) — 
de exemplu— sint necesare tabelele sau un minicalculator ştiinţific, 

Si în aceste cazuri există procedee generale. Cel mai cuprin- 
zător pare a fi cel numit ,iterafiei^ prin care rădăcina ecuaţiei 
f(x) = 0 se determină în urma unui proces „la limită“. Din nou, 
vom lăsa curiozitatea cititorului să apeleze la bibliografie [1, 3, 16]. 


ALTE TIPURI DE ECUAȚII 


.. După ce-am scăpat de inflaţia ecuaţiilor algebrice, vom schimba 
„kalimera“ si ne vom ocupa si de altfel de ecuaţii. Întrebarea e 
„de care ?“ Fiindcă sînt nenumărate : transcendente, diferențiale, 
integrale, trigonometrice etc. 

Propun să nu ne depărtăm prea mult de materia studiată în 
Şcoală și să ne mulțumim deocamdată cu ceva ecuații trigono- 
metrice. i , 

Ce este de fapt o astfel de ecuație ? 


În linii mari, aceasta se poate scrie : 
f(sin kx, cos mz) = 0 


T — necunoscut, k, m, numere reale cunoscute. 


De ce am ales o astfel de reprezentare e oarecum lesne de 
înțeles : celelalte funcții trigonometrice uzuale — tangentă și co- 
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tangentă, secanta și cosecanta — se pot exprima ușor în funcţie 
de sinus şi cosinus, Putem da de fapt si reprezentarea : 


Fu == 0, z — necunoscut, kym € R, 


deoarece toate funcţiile trigonometrice pot fi calculate în funcţie 
de tangenta unghiului pe jumătate. 

Dacă așa stau lucrurile, să vedem concret cum rezolvăm 
diverse tipuri de astfel de ecuaţii. Teoretic, ecuațiile trigonometrice 
pot fi reduse la ecuaţii algebrice : ideea este să obţinem o aceeași 
funcţie și un acelaşi argument. Apoi ne descurcăm cu tangenta 
unghiului pe jumătate. 

Să alegem pentru început ecuaţia (oarecum) clasică : 


A 
acos x + bsin z = c, a,b,c e RN (0). 


Există mai multe procedee. Sá încercăm citeva. 
1) Impártim cu a: 
b. c 
cos x + -sin x = <. 
a 


“e 


SES " podus 
Despre — ştim că este un număr real. Deci există întotdeauna un 
a 


b 
unghi e astfel încît —= tgo. Atunci avem 
a 


cos x + tg ọsin x = 


& l^ 


sau: 


à F c 
cos xcos Q i|- sin zsin p = — cosọ. 
a 


cos(x — 9) = $ cos o 
a ' 


În condiţia < 1, putem scrie : 


c 
— cos p 
a 


X —Q = hr + arc cos [s cos d A 
Avem : 


Deci : 


x sa 9 e 2hr 4 arc cos | | A 


108 » 


Scanned with CamScanner 


2) Să notăm [ = tg-. Atunci: 


2 
2b n - 
sın 3 = ———— 101 cos TY = - . 
lt 1l 


înlocuind deci în ecuația inițială, obţinem : 
a — at? + 20( —c — cl? — 0 
(a + O —2b0t -E c —a — 0 


De-acum încolo urmează o cale mult bătută. Nu mai insistám. 
3) Să ne aducem aminte că: 


Prin urmare: 
a b tg xz = cl/1 + tote. 


Notind tg x = u si ridicind la pătrat dám din nou peste o ecuaţie 
de gradul II. 

Unele ecuaţii trigonometrice se pot aduce direct la cazurile 
algebrice clasice. De exemplu : 


8 costa — 8 costa + 4 cos? x — 1 =0. 
Notám cost = u si deci 8u? — 8u? + 4i — 1 =0. 


Î 
Se pune acum u = —şi avem 2* — 42? + 8z —8 — 0. 
, Z " 
Se observă că z = 2 este rădăcină. Continuarea e clară. 


La alte ecuaţii mai trebuie muncit. De pildă: 
32 costx — cos 61 = 1. 
ha 


Pentru aceastá ecuatie vá propun urmátoarea metodologie ; sá 
calculám mai intii urmátoarele expresii : 


cos (m m. 1)z = cos mg cos x — sin mz sin t 

cos (m — 1)z =cos mz cos x + sin mz sin 2 
Le adunám : 

cos (m + 1)x + cos (m — 1)x = 2 cos mz cos Y. 
Scriem astfel: : 

cos (m sh 1)r = 2 cos mx cos y — COS (m — 1) 2. 
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Aceasta este deci o relaţie de recurenţă, care ne permite evaluarea 
cosinuşilor de diverse argumente. O să alcătuim deci următorul 
tablou : 


m cos (m -+ 1)z = 2 cos mz cos x — cos (m — 1)x 


cos2x= 2 costr — 1 


cos3r = 2 (2 costx — 1) cos x — cos x = 4 costr — 3 cos x 


cos 4 x= 2 (4 cosx — 3 cos x) cos = 8 costr — 8 costr -+ 1 


cos 5r = 2 (8 cosiz — 8 cos èx + 1) cos — (4 costz — 3 cos 1) = 
= 16 cosvx — 20 cos3z + 5 cos x 


cos 6z = 2(16 cossz — 20 costa + 5 cos x) cos x — 8 costx — 8 cos?z + 
+ 1= 32 costz — 48 costs + 18 costx — 1 


Aşadar ecuaţia devine 48 costz — 18 costx = 0. 
Altă metodă ar fi: 


cos 6x = 4 cos? 2r — 3 cos 2x 


costz = (sh cos 27): sh T er) 


de unde: 
4 (1 + cos 2x)? — (4 cost2x — 3 cos 2x) = 1 à 
4 cos?2x + 5 cos2r--1 — 0 N 


Apoi cos 2x = u, etc. 

Alte ecuații dau naştere la diverse complicații. Iată un exemplu : 
sin 5x + cos 5x 
=a și MM, ER: 

Sec x + cosec x 


Trebuie să reducem mai întîi ecuația la ceva convenabil. Avem mai 
intii : e 


1 1 sin z + 
sec x + cosecz = s MESS LE dol a 
cos x sin x sin z cos x 


sin x + cos x 
sin 2x 


= 2 
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m. 
a: 


vom aráta acum | 
sin Bar s cos Sz = (cos £ sh sin x) (1 + 2 sin 2r — 4 sin?2z). 
à las vouă această plăcere... ; s-o luăm deci de bună), 


| "(de fapt, 0 să vá las 
Atunci ecuația devine : 


i ni i 
= sin 2x (1 + 2 sin 2x — 4 sin?2x) =m. 
2 
Notind sin 22 = u, obținem ecuația algebrică f(u) = 4u? — 2u? — 


— u + 2m = 0. 
Aici |u|« 1, deci ar trebui o mică discuţie. Aplicarea formulei 


lui Cardan ar fi obositoare. Mai intii să vedem cînd există efectiv 
soluţii. Pentru aceasta vom aplica metoda lui Rolle. Calculăm 
. derivata membrului sting şi anume F'(u) = 12u? — 4u —1 care 


are rădăcinile u = ia si Us = D" Se alcătuiește tabelul de 


j variatie. 
. | 
Li 
| 


f(— 1 — 1/6) | f(1/2 1 "TT 
úl em 5) A 5 d nod 1) Discuţie 


u= 1 


o rădăcină reală 


— > S —————— aaa dM 


1 
U,g— 6 şi o altă 


rădăcină reală 


trei rădăcini reale 


1 
Us y şi o altă 


rădăcină reală 


o rădăcină reală 


Pia ia 
nu are rădăciui reale 
vidt 


iù Tabloul nu trebuie să vă pară curios, dar să nu uităm că 
ii cutăm doar pentrú intervalul (— 1, 1). Aşa că deşi ecuaţia este 
gradul III, deci în R ar trebui să cw cel puţin o rădăcină 


1 | dli 
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reală, pe intervalul (— 1,1) poate foarte bine să n-aibá nici o 
rădăcină. 


Prin urmare, ecuatia noastră nu admite rădăcini reale decit 
n 


1 5 
pentru — qe m<X-—, 


2 2 
$ 


Interesante sint şi sistemele de ecuații trigonometrice, in 
special cele care contin „litere“. Astfel : 


tg x= atg y 
sin (1 — y) =b 


Să încercăm să scriem prima ecuaţie astfel : 


sin x cos y 


a 
cos z sin y 1 


Adunám numitorii la numărători si scádem numărătorii din numitori 
Avem : 

sin (x+ y) al 

sin (x — y) a—l 


şi dacă ținem seama de ecuația a doua, obținem : 


: + 1 
sin (x + y) i b. 
În primul rînd trebuie să observăm că este necesar ca ¡b] < 1 (sau 


echivalent, b? < 1) din cauza ecuaţiei a doua din sistem. Apoi 
ueDuie să mai avem: 


b a41 


p. d RN sau b? (ast: 1 3 
ad — 


(a — 1 
Ultima relaţie se mai scrie : b*(a sh 1)? < (a— 1)?, sau (b — 1):a:4+ 
-F2(b* + Da sk (b? —1)< 0. Această relaţie implică: 


(am ținut seama și că b? € 1). 
Alt sistem — din vechea Gazelă: 


l sec x = tg 2y 
sec y = tg 2x 
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Rezolvarea e cu totul neașteptată ; ridicám la pătrat ambele ecuaţii: 
secta == 1g2y 
secty = tgt2x 


Se inlocuiese acum secantele prin tangente, iar tangentele unghiu- 
rilor duble prin tangentele „simple“, adică: 


Da 
(Uy) 

7 4 tg?x 
] + tey = ————- — 
TIU T ( - tra) 


Dacă se notează tg?x = u, tg?y = v, atunci se obţine: 
up? + v? — 2w Hu — 60 1 — 0 
| uy + u? —2uv — 6u «pp dg- 10 
Aducind și scăzind respectiv aceste ecuații, găsim : 


up(u + v) "u? v? — 4w — 5(u + 0) +2 — 
| (u — v) (w +u vo — 7) = 0 


Avem deci u —v=0 şi ww +u «E v — 7 = 0. Combinind prima 
ecuație din sistemul de mai sus cu u — v = 0, avem u? — u? — 
— 5u + 1 = 0. O analiză — prin şirul lui Rolle — ne dezvăluie 
faptul că ecuația are o rădăcină negativă (de care nu ne sinchisim !) 
dar şi două rădăcini pozitive în intervalele (0, 1) şi (2, 3). Efectiv, 
rădăcinile se pot calcula cu ajutorul unei metode de aproximare 
pe care am prezentat-o în paragraful anterior. Renuntám. 

Dacă vom combina ecuaţia uwv + u +v —7 =0 cu prima 
ecuaţie din sistem, obținem (notind u«-» — X si uv = Y): 


para 
X? XY —5X — 6Y 2 = 0 


de unde X = 5 si Y — 2. Urmează acum un calcul anost, binecu- 
noscut, 


* 


Ecuațiile trigonometrice se dovedesc utile şi atunci cînd nì- 


se pretinde să calculám valoarea diverselor funcții trigonometrice 
ale unor unghiuri „ciudate“, 

Să luăm un exemplu probabil cunoscut: unghiurile de 18, 
54° sau 72°, După cum se vede 54? = 3 + 18% iar 72% — 4 - 18°, deci 
este suficient sá calculám sin 18%, de exemplu. 


f 
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Iată cum procedăm: ne bazüm pe faptul că 5-18? = 90” 
deci 2: 18” 4- 3. 18? = 90°. Aceste două unghiuri (360? respectiv 
94^) sînt complementare, deci sin 2- 18? = cos 3. 18°. 


Avem deci 2 sin 18? cos 18? = 4 cos?*18? — 3 cos 18? sau 
2 sin 18° = 4cos?218 — 3 = 4 — 4 sin?18° — 3, adică 4 sin:18* — 
—2 sin 18? — 1 = 0, 


1 + V5 
(sin 183,2 => LE 354 y E 
4 
Retinem doar soluția pozitivă: 
sin 18° = y5—-1 . 
4 


Un calcul simplu ne va furniza următoarele valori : 


— 215 5 10 + 2/5 


cos 18? = , cos 36° = 


Vio + 2/5 V5 +1 
4 4 


Vio —2V5 , cos 72? = y 


cos 54? = 55-1 . 
4 


Iată acum o ecuaţie mai hazlie: 


cos"r — sin "x = l,neN. 


Este clar că va trebui să examinăm două situaţii: cind n este 
par sau impar. Fie n par, adică n= 2 m. 


„Avem deci cos?"z = 1 + sin?"z, Ambii membri sint deci 
pozitivi. Cum cos*"z < 1 rezultă că neapărat sin??z = 0 si deci 
cos""x = 1, adică de fapt z = kx, k întreg. . 


Sá zicem acum cá n este impar (n = 2 m +1). Atunci : 
cosi" 4ly — sjpfm*!y.— costo x) + sin*^1( — y) = 1. 


Pentru zr; kr/2, avem |cos(— 2)|< 1 si |sin( — x)| < 1 si prin 
“urmare : 


[cos?" *! ( — x) sk sin*"^*(— x)| < |[costm+t(— x)| + [sintm+(— x)| s 
< | cos?™-!(— 2) | cost(— 2) + | sin?n-1(— x) | sin(— x) < 


< cos?(— 2) + sin?(— x) = 1 
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Asadar soluțiile nu pot fi decit de forma x = kx/2, unul din termeni 
fiind 0, iar celălalt 1. i | | zi 

Apropos de calculul funcţiilor trigonometrice ale diferitelor 
unghiuri, iatà — folosind acum valoarea lui sin 18? — cine sint 
sin 6? respectiv cos 6°: 


sin 6° = : V3o —6Y5 — V6 + 2/5). 
cos 6° = - Vas + 6/5 + Vio — 915). 


Unele ecuaţii trigonometrice, deşi simple, se pretează la discuţii. 
De exemplu : 
sin 3x + sin 2r = m sin zr, 


care se scrie simplu sin 2xcosx + cos2rsin zr + sin2r — 
—msin zr = 0 sau: - 

sin 1[2 cosir + cos 2x + 2 cosx — m] = 0 

sin z[4 costr + 2 cos x — (m + 1)]=0 


Solutia sin r = 0 ne dá banal z = kr, iar ecuaţia cealaltă, 
tot uşor, ne furnizează soluţiile : 


—13+/4m+5. 
4 


Bineînţeles, lucrurile nu trebuie lăsate asa. Mai intii trebuie 
impus ca 4m +5>0 dar şi | —1+4+Vâm+5|<4 deoarece 
|cos z | < 1. Avem deci dubla inegalitate— 4 < — 1 -El/4m3-5« 
< +4sau —3« Vâm +5 « 5 adică de fapt m < 5. 

Mai trebuie sá punem | — 1 — 4m 4- 5| < 4 sau 


—4< —1-—Jl/4m +5< 4 adică m< 1. 


Aşadar, dacă m < - nu există soluții reale ; dacă m = 


(cos T): = 


5 . 1 
= pet există o soluţie reală dublă, cos x = Ec ; pentru 


5 : 
me (E 1] există două soluţii (cos x),,,; dacă me (1, 5] există 


Musas O singură soluție reală ; în fine, dacă m > 5, nu există soluţii 
e, 


tri Cred că acum este cazul să renunjám la ecuaţiile trigonome- 
ice şi să vedem ce alte soiuri mai apar, 
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O clasă de ecuaţii de care nu ne-am prea ocupat este aceea a 
ecuaţiilor iraționale. 


O prezentare generală a acestora ar arăta cam asa : 


n yn jj a 
Vfi(x) t Via) tt. =k, ken. 
Sigur că în realitate ne vom intilni probabil cu forme mai 
puţin complicate. Să purcedem deci prin intermediul exemplelor: 
1) V(a a): h 2V (a — 23 = 3 — a 


unde n € N sia e R. Aici trebuie sá vă reamintesc că dacă n este 
impar, nu avem nici o problemá. Dacá n este par atunci nu vom 
uita niciodatá sá punem conditia de existentá a radicalului. In 
cazul nostru vom pune doar a?— 2? > 0 adică ze [—a, a]. 


O metodă de rezolvare ar fi următoarea: fie u = fla d- x. sj 
v = Ya — zx, Atunci u? + 2v? — 3uv = 0 sau (u — 0)? — v(u —v)— 
= 0 de unde u = v si ù = 2v, adică in final v, =0 şi: 
MEN HL E E 
2^-E1' ^ 
O altá metodá constá in impártirea cu Vaz — 22 si deci 


(aa az 
J iie mii 


sol TEN 
; acr : T AN 
Notind Va —, = y obținem y +] =3 


ll 


deci y? — 3y + 2 = 0 adică y,=1, y,=2. Soluţiile de sus rezultă 
imediat. 


2) Vr 27 +5 —-—4 


“Trebuie deci să punem zx + 27 > 0 şi 55 — x > 0 adică 
z «E [— 27, 55]. Soluţia reală va trebui căutată doar in acest 
ánterval, j 
Ideea generală de rezolvare a ecuațiilor iraționale constă în 
principal în raționalizarea lor. Există însă şi mici artificii care ne 
scapă de această muncă. E cazul exemplului de față, Fie x + 
+ 27 = ut și 55 — x = vt, Înlocuind în ecuație avem u +» = 4, 
Mai avem nevoie de o ecuaţie: aceasta se obține imediat, adunind 
ut și vt, adică ut «- vt == 82, adică în final avem de rezolvat sistemul: 


en 


ut de vt == 82 
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Cred că nu mai e cazul să ne chinuim : se scrie deci u* + vt = 
e» (ut + py — 4uv(u? -|. p?) — 6 10? = (u s v)* — 4uv [(u + v — 
A uv] _ Guiv?, Se reduce deci la găsirea valorii produsului uv. 
în fine, după calculele necesare, găsim soluțiile reale 2; —54, z,— 
_ —26 dar şi soluţiile complexe a == 14-+ i V840 si x, -—1 — i V840 
- 1 a 
3) Vx Vor — 3 = l12(x — 1). 
La acest tip de ecuafie nu mai avem probleme cu existenta radi- 
calilor. S-o scriem mai bine asa : 


Via —1) —Y2xr —3 = Ys. 
S-o ridicăm la puterea a treia, dar sub forma (a — b) = a? — 


— b — 3ab(a — b) si să ţinem seama că a — b este defapt Va. 
Avem deci: 


12( —1) — (2x —3) — 31122 — 1) (2x. — 3)2 = x 
sau: y 
9: — 9 =3/12x(x — 1) (2x — 3) 
3(y — 1) = l'12z(z — 1) (2x — 3) 
27(x.— 1)? = 12z(z — 1) (£ — 3) 
de unde z, = 1, iar rezolvind si ce rămîne găsim zr, = T; = 3. 


Alte ecuatii sint mai nástrusnice; vá propun spre rezolvare 
urmátoarea : 


AP Cyn ^ 
E. x 
Pm ME 
(Aurel Dobosan, GM nr. 72/1979) 


* 


Un tip special de ecuatii este cel care se prezintá sub forma : 


[f(x) ]" + [g(2) ]^ = 0 
unde f si g sînt funcţii reale oarecare n, si nz fiind numere naturale. 


Cu acest gen procedám astfel: aducem mai intii la o aceeaşi 
putere, dacă n, # n, si avem : 


[^ (2) per ac [g (a) e 0. 
Să notăm pentru ușurință f!h(2) = f(x); g(a) = 9(2) si nn:=n. 


Atunei : 
[o] + [p] =0 | 
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sau ^ 


[OM 
E 


Solutia va veni cu ajutorul... numerelor complexe. Într-adevăr, 
dacă ținem seama că 1 — cos 24x -+ isin 2 kx si —l cos(2k + 
+ Dx + isin (2k 4+ Dz, aplicind formula radicalului de ordin n 
din numerele complexe respective, avem : 


y DR üi in. - 
fX. OE Ds, CAE Ir 


-+ ¿Sin 
g(x) n n 
şi | 
?ix dr dr 
fx) co SER a i sin SA, 
g(x) " E 


Exemplu (Cezar Cosnità, 1958): 
(x 4- i y1 I — £8) i (x—il1-—asy-o. 
Avem deci — conform procedeului anterior ; 


ziyi -=r k + Da q isnt 
z—ifi-zn n n 


T 


sau după o serie de transformări elementare, găsim suceesiv : 


Le cos BE Dr ja OU De 
n 


TET : es 
Ls pEr DE isin crp. 
n 


2 cos? (2k + 1s 4d i. 2 sin AS (2k te e a os E k + Dr 
SPC M 2n _ Py 2n Eo. 
y 9h oh ' aE- 
—ifi—3 osim Cadha R? ME i. 2 sin 3 UR s (2k -t Dr 
2n 2n on 


os (Qk + Dr + îsi n Gk + Da 
g (2k + Dr 2n _2n 


pas ig A an (2k d. Dr 3E we Dre 
sin e T da — i cos NC t Dr 
2n 2n 
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Inmulpind cu i ambii numitori, avem ; 


y — 0 2n 
Ridielnd la pătrat si adunind numărătorii la numitori, avem 
(2k A4 Dn 
TE ) 
^ 


(on H De 
l ty? ——-- 
tH ctg ^ 


a? TEX e 


„Scoţind“ radicalul şi finind seama de formula : 


cto 
cos Q = E S 


V1 + ctgto 
avem in final: 


pa O De po Pra 0 Lot — 1 
2n 


Trebuie să facem observaţia că expresia : 
Tal) = (e k i VI Zap 4 (x —i Via 


_este de fapt un polinom cu totul special, e adevărat, dar polinom. 
“Într-adevăr, gradul lui P,(x) este n în raport cu x, deoarece 
putem scrie : 


Tn(x) = y CU — mpa + y CA — 1y(1 — gaara, 


TRU kað 


Dacă avem K = 2m + 1, atunci termenii dispar doi cite doi, 
iar dacă k = 2 m, atunci se însumează doi cite doi, aşadar: 


Ta) = 2 (— 1)" GIRL oa 


Aceste polinoame se numesc polinoamele lui Cebişev, după 
numele celebrului matematician rus P. L. Cebişev (1821 —1894). 

Cu acest nume, studenţii de la matematică si în special cei de 
la secția de teoria probabilităților si statistică matematică, 
'se-ntilnese destul de des, 

Ştiam mai de multă vreme că acest matematician a lăsat 
rezultate extrem de importante în diverse domenii ale matematicii, 
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Este interesant de amintit domeniul teoriei numerelor — pe care 
marele Gaus il considera „regele matematicii“ 1, 

Una din problemele cele mai grele ale teoriei numerelor a fost 
aceea a determinării modului în care sint repartizate numerele prime 
în şirul numerelor naturale. 

A. M. Legendre (1752 — 1833) a reușit să dea in 1808 o formulă 
aproximativă a numărului numerelor prime — notat z(r) — mai 
mic decit o mărime dată x. Formula lui Legendre este: 


v T — 
~ In z— 1,08366 ` 


Cebişev a demonstrat inegalitátile importante : 


r(x) 


0,92129 < Z® < 1,10555, 
T 


In x 
iar pentru determinarea mai precisă a funcției z(r) a dat formula 
aproximativă.: 
z 
z(r)z ah. x 
2z mgr 

De fapt, vroiam sá vă spun cá am aflat mai multe despre Cebisev 
dintr-o carte a lui V. E. Prudnikov, apărută în 1950 la editura 
sovietică Ucipedghiz din Moscova. E de fapt un fel de monografie 
asupra vieții şi operei lui Cebisev. 

Probabil că despre sisteme de ecuații de grad superior am mai 
discutat. Spuneam acolo că în general nu există metode specifice 
de rezolvare. Ca la engleză, ar zice cineva: fiecare cuvînt îl înveţi 
cu pronunția respectivă. 

Desigur, asta nu înseamnă că trebuie să ,inghitim" pe dinafară 
toate sistemele posibile. Însă, trebuie să mai avem clar în minte 
faptul cá practica rezolvării sistemelor se insuseste rezolvind cit 
mai multe sisteme. La un moment dat, lucrurile se mai repetă şi 
combinind diferitele procedee particulare, putem deduce metode 
noi. 


Pentru exemplificare, vom alege un sistem oarecare ,uUeclasic^, 
destul de dificil. Jată-l : 


(y —2=1 
y (o —x) = 2 
Mx — y) => 3 
1 Mai exact, Gauss spunea cà matematica este „regina ştiinţelor” iar aritme- 
tica „regina matematicii“, Desigur, prin aritmetică nu se înțelege doar efectuarea 


celor 4 operaţii! Teoria numerelor este unul din domeniile aritmeticii — poate 
cel mai dificil și mai interesant. 
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Recunoaşteţi că la prima vedere nu prea știm cum să-l apucăm. 
“Totuşi sá purcedem la treabă. Vom inmulfi pentru început ecuaţiile. 


Avem : 
(zu — 3) (2 — 2) (£ — y) = 6 


iar după aceasta le vom aduna : 
ay + ye + 2e — (az + pa + 22y)=6 
Efectuind inmulfirile în ecuaţia precedentă și grupind conve- 
nabil gásim imediat : 
(xyz) [xy? + za? + zy — (xz? + z2y + y?) ] = 6. 


Expresia din paranteza dreaptá este chiar —=£6, deci: 


E _XUZ = mhr pol 1 


(am notat Ik riraduil xyz pentru ușurința exprimării mai departe). 


Să inmultim acum prima ecuaţie cu y şi a doua cu z şi să le 
adunăm. Avem y + 2x = — zyz(x —*y) = — k(x — y). Această 
relaţie se mai poate scrie (2 + k)x = (k — 1)y. În mod analog 
deducem si (3 + k)z = (k — 1)z. Inmultindu-le, obţinem (tinind 
seama cá tyz = k), (2 + K) (3 + ha = (k — 1*5, deci: 


e 


sind. da 
(k 4-2) (k + 3) 


plus încă două soluții complexe. 

Nu mai continuăm, dar este limpede că drumul n-a fost uşor 
și că dacă n-am fi știut „algoritmul“, cu greu am fi ajuns la rezultat. 
Ce să-i faci, asa-i în matematică : mai există si artificii. 


Iată acum o ecuaţie diofantică interesantă: 


ah pi 2 
Așadar trebuie sá găsim x, y, z întregi. 

Pentru n = 2 avem celebra ecuaţie care ne furnizează numerele 
pitagorice, Am mai vorbit despre acestea si-n alte „opere“ (vezi 
[32], de exemplu), 

Pentru rezolvarea ecuaţiei date vom utiliza numerele complexe. 
lată cum : considerăm identitatea : 


(u > dv)" = u” 4 Chaibi) q C3a"*(bi)* 4« Coa" *(bi) + 
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care se 


mai poate scrie: 
. pici 2 "a 4 
(u -p iv)" = u^ — C2u^^?p? -- Chu” *v* —.. + 


+ i(Clu* p — Cau"7?p? +...) 


Evident, pătratul modulului părţii stingi este egal cu pătratul 
modulului părții drepte, deci 


(u? -- 02 — (u^ — C2un-2p2 4 Chuti — a.) 4- 
+ i(Clun-1p — Chun-ap +...) 


Prin urmare solutia ecuatiei diofantice este : 


e 


des 2,n- 4Ajnn-4p — 
x = u” — Cau" ?p* + Cauta nr 
y = Clu*1y — C3y?^9p? +... 


z= U? 1? 


unde u și v sînt două numere întregi oarecare. Dacă particularizăm, 
pentru n = 3 de exemplu, avem: 


xz = u? — 3uv 
y = 3u%v — v? 
z= uw -o 


Tată acum o aplicație inedită a ecuaţiilor: 
„Să se calculeze fără a folosi tabelele, numărul 


E = ctg?? 20° + ctgi? 40° + ctg1o 80% 
(I. Iancu, GM/anul XC nr, 4, 1985) 


Se scrie relația cunoscută : 


care 
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ctg? ọ — 3ctg o 


ctg 3p = 
d 3ctg? p — 1 


ridicată la pătrat dă: 
ctg? o — Octg* 9 + 9ctg? o 
Să notăm ctg? = x. Avem deci: 


Se observă că pentru p = 20%, 40%, 80° avem : 


ctg? 3p = 


etg? 39 = 5 
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deci etg? 20° = xı, etg? 40° = za, ctg? 80? = m, sint rădăcini ale 


ecuației : 
x qi — Gr? + 91 97 B. 


9r? — Ox + 1 3 
care se poate serie 31? — 27x? 4- 93x — 1 = 0. 
Relațiile lui Vietà dau: 
Vi t th r= D 
Tite + Talg + Tati == 11 
itt; = 1/3 
Din relația evidentă : E 
31) — 27a} 4335, —1 = 0, d —13,2,8- (*) 


obținem prin simplă sumare : 


PDEEEDE B383X m -3-0 


(—1 


de unde : 
3 


Y 23 = 433. 
ti 


Înmulţim acum ecuaţia (*) cu z si sumám din nou: 


3 3 
3.9) ef. 27 A +33 5 03H 1 =0 
/ $—-1 $-1 


í=1 


de unde: 

; 1 
Y at - ig x 433 — 93 x 59 + 9) = 3 2351. 
i=l 

Inmultim acum ecuația cu z?, sumăm și deducem in final: 


1 3 3 73 547 
Ya CE -35u«X aJ- LL 
al i=l 


$2] 


Iată deci o soluţie ingenicasá, Ea aparţine unui elev din 
Craiova, Sorin Horațiu. | 
Acum, pentru delectare proprie, vă propun următoarele pro- 
bleme ; | 
1) Să se arate că ecuaţia etam? æ she = 3xe ln — 1 nu 
are soluții ducă v > 1. 
| (I. Crişan, GM/1985, nr. 4) 
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2) Fie va o rădăcină negativă a polinomului: 
P(x) = Bart p pin? qe gati qus vtt — 3a — at qe 
+ Sna! 4 Gn? — 27n?7 —9n?, nen 

Să sa arate că polinomul Q(x) = 3a2 sh 67r, + a)xr — 2a are 

rădăcinile reale distincte, oricare ar fi a € R. 
(acelasi autor) 

3) Dacă f = aot” sh at”! 4-0, € R[X] are rădăcini reale, 
atunci si polinomul yg = af — auf” sk af” — ... + (— 1 "af" are 
tot rădăcini reale. 


(Marius Burtea, GM/1985, nr. 4) 
4) Să se rezolve ecuația 


[2:3 + y? — 10] = x? — 1 


unde [ ] reprezintă partea intreagă. 
(M. Neacşu, GM/1985, nr. 4). 


lată acum o ecuaţie simpatică: az — 1983 = 1. 
(Valer Pop, GM/1985, nr. 4) 


Se cer, după cum e de bănuit, soluţii în numere naturale. 
Pe asta s-o rezolvăm. O scriem deci z = 1984 şi vom zice 
că avem două cazuri: 


— cînd z = 1984. Atunci 2" = 1, care dă soluţiile x = a 
(a € N) si y = 0 respectiv x = 1 si y =a (a e N). 


— cind z < 1984. Atunci putem scrie pe 1 984 in felul ur- 
mátor 


1984 = 21-992; 1984 = 22-496; 1984 = X- 248; 
1984 = 21-124; 1984 = 2-62; 


In continuare nu mai insistăm. 


Să rezolvăm acum alte ecuaţii iraționale interesante: 


EEE e E 
ZI 


Să notăm T] =x = y si lo spl e z, deci yz 2 si 
zt «5 2y* = 3. Aşadar z= 2 — y si (2 — y) ++ 2y* —3 = 0. Se 
vede „cu ochiul liber" că y = 1 este o soluţie deci rezultă x = 0. 


Trebuie să avem deci 2» sh 12 Osi 1l — x> 0 decia e | ni 


= | 
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Celelalte soluții nu se încadrează în intervalul de existenţă. 
Altă ecuaţie: 


fr —3 -fjr hi = —2, 


Condiţiile z — 32 0 si 52 4 1 > 0 ne delimitează intervalul de 
existență x e [3, + œ). Notăm x —3=ut deci xr = ut 43. 


Avem deci: 
us 2 = V5us + 16. 
Ridicám la puterea a IV-a și găsim ecuaţia ut — 2u? — 6u? — 8u = 
= 0, de unde soluţiile u, = O(x, = 3) si uz = 4(x, = 259), celelalte: 
două soluții fiind complexe conjugate. 
Fie acum : 


yz + Vi Za = m. 


Condiţiile de existenţă sint x > 0 şi 1 — z? > 0, adică x € 0, 1. 
Notăm zr = u? si 1 — x? = vt si deci u +v=m Si ut q »* = 1. 
Se caută deci acum produsul uv, folosind relaţia : 


u* + vt = [(u $ v)? — 2u0 ]? — 2u?p?. 
Nu mai calculám fiindcá ne deranjeazá m. 
Altă ecuaţie : 


Va dA LAPSO 
Va z 


Condiţia de existență este x > 0. Notám x = ut si deci avem : 


1 1 
u +- = u 4 —. 
u u* 


M , 1 TUR A 
Notăm din nou u ++== z si dám peste ecuaţia: 


u 
zt —4d2—:24+2=0, 
cu soluțiile z, = 2, z, = — 1, Ze = — e £ : 


Va trebui să rezolvăm patru ecuaţii de gradul H şi anume 
u? — zu 4 1 «= 0, z luînd valorile specificate mai sus. l 

Pentru această ecuaţie vom impune condiția A = 2? — 4 > 0, 
adică z e (2, s» co) care conduce la singura soluţie permisă z = 2 
adică în final z,,, = 1, 


A 


* 
ru 
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Fie acum: 


Condiţiile de existenţă a? — 12» 0, 2-0, z— 13 0 conduc la 
intervalul [1, d 00), Se observă că de fapt z = 1. Impártim 
apoi prin [ce — Dr si avem: 
l/z41-—1-][/——. 
x 
'Rationalizind această ecuaţie, avem în final x* — 21? — 1? +2x + 
+ 1=—0, care este o ecuaţie reciprocă. Facem substitutia x — 


—— =u, lar ecuaţia ulterioară ne furnizează soluția admisibilă 


x= (1 + /5)2. 


5 


Să trecem acum în revistă si citeva ecuaţii exponentiale si 
logaritmice. 


Mai întii să scriem o formulă importantă, poate mai puţin 
cunoscută şi anume : 


logat r = E log z 
a k oc £ 


De ce este importantă vom vedea imediat cind vom incerca să 
rezolvăm ecuația : 


) 
log; x + log y; x —log,; x = 6. 
În loc să trecem dintr-o bază in alta, conform formulei: 
logak. log, c = log, e 
(semnul de „tăiere“ l-am făcut în mod special pentru a vă ajuta la 


memorarea formulei respective), vom aplica formula scrisă citev a 
momente mai sus; 


Prin urmare, ecuaţia propusă se scrie: 


093 Y sk logos Y — log, 7 = 6 
sau: ’ 


log; x sk 2lqg, x + log, £ = 6 
2log; x sh 2 = 6, log, x = 2 29 x = 9. 
Dintre ecuațiile exponenjiale, vom examina tipul: 
—Á— 9 eh eee Și, 
VAS VB +„Va-VE «c, 
in condiţia A? — RB = 1, 


126 


Scanned with CamScanner 


Atunci, notind VA a Ya - qu avem Va —yn er u^! și 
deci u eh 1 = G eto 
u 
Ca exemplu, să luăm ecuaţia: 
(In d Yni — 1) eh Un — |n: 1) = 2n 


cun € (— 0, —1]U [1, o). 
Observăm că n? — (n? — 1) — 1 deci putem nota: 


€ , , 1 
(l'n d- Y nz — 1) = usi deci u += = 2u, de unde muz = 
u 


n + yn: — 1 care implică imediat 2,2 = +2. 
Alt tip oarecum mai întîlnit este cel de mai jos. 
m? + (mn) = n? (mn + 0; 1). 


Rezolvarea este relativ simplă ; impárfim cu (mn) si obținem : 


Notind (5) = U, avem u — 4 ='"—1 de unde u,,, = —1 + V5 
n u E 2 
din care reținem doar u, = (— 1 + |/5)/2. 
x E o. 
Asadar E) = u,, adică x = log =H log d 
n 2 n 


Dintre sistemele cu logaritmi, vom considera pentru inceput 
următoarele : i : 


logx log log z 
BITES. 8I, gays nd 


a b 


€ 
Notăm valoarea comună cu f. Avem deci log x = al, log y = bt, 
log 2 = cl. Logaritmám ultima ecuaţie si obținem alog x s 
+ Blog y + ylog z = log d. Așadar, tax Y bB + cy) = log d. 


ic S= da d- B + cy. Atunci t= see şi deci log x = 


e 


= (alog d)/S sau log x == log dS etc., de unde x = d*5 etc. 
Fie acum sistemul : | 
(log, X)? ++ (log, y)? == 2m 
Hte 
` p? wd q? 


m 


ant sh yu sa 9 . 
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Vom nota ae =u şi y? =p şi deci, dacă logaritmâm, 
obținem : 


loga t == (loga X)’, loga e = (loga 9M. 


Aşadar : 
log, U «+ loga v = 2m => uv == a 


- 2 Pra qe 


uoo = 
p* esq 


Rezultă imediat ecuaţia de gradul IL: 


2 2 
fo 9 P E q a”) z qa = 0, 
p? am q? 
cu soluțiile : 
Pb 1a”, Za =P am elc. 
p —1 pq 
Iatá acum un alt sistem : 


(ay)? sh (22°87 = a 
(yz)os 2 + (ya): ER b 
(208% de (ape = e 


” 
1 


Să notăm: 


(ay): =u, (yz) e* — v, (zx) s” = w. 
Avem deci : 
u-d-w-d 
v+u=b 
c 


w v = 


Adunăm : 
uou ml bb dO. 


Scádem pe rind din această relaţie pe fiecare dintre relațiile 
de mai sus și obţinem: 


1 1 
vibe — (1), oma me — b), u =x + b-— c). 


Acum logaritmám (ey)"s* = u ete, si avem log z(log x xt 
++ log y) == log u ete. : 

Din nou, urmează acelaşi procedeu. Se determină pe rind 
produsele log zlog x, log zlog y, log vlog y. Acestea se înmulţesc 
și produsul log log y log z se imparte pe rind la log z log + ete. 
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În fine, un ultim sistem de acest tip: 
aloe y 4 ye : A log x = 101 
aeg y log 2 . ye z log x i plog x log y — 10-5 


xyz = 100 


* 


Logaritmám n baza 10 toate ecuaţiile și avem: 


| log vlog y -++ log z log y + log zlogz = —1 
log y log zlog x ++ log zlog alog y + log zlog y log z = —5 
log z + log y + log z = 2 


Notind o0gx=u, log y = v, log z= W, obţinem : 


| us-vs-w—2 


uv s vw uw = —1 
uvw = —— 
, è. 3:: 


Așadar ajungem la ecuaţia de gradul III, © — 2/2 — t 4 5/3 = 
= 0, sau 318 — 6f? — 3t + 5 = 0, care, dacă n-am zbircit cumva 
la vreun calcul se rezolvă conform numeroaselor metode prezentate 
anterior. 

* 


O clasă aparte de ecuaţii o formează cele transcendente. 
Metodele de rezolvare sînt de obicei aproximative. Să discutăm 
mai bine prin intermediul unui exemplu : 


e —x —24 —0. 


O idee ar fi să scriem e*:= x + 24 si să reprezentám grafic 
funcţiile y = e? si y = zx +24, Proiectia intersecţiei celor două 
grafice pe axa Oz este soluţia reală căutată. Evident, dacă această 
intersecţie există.” = i 

În cazul de faţă avem funcţia clasică exponențială si dreapta 
de ecuație y = x 4 24. l l 
/ O reprezentare cît de cît — la scară — ne va furniza o soluție 
intre 3 și 4, Ne putem declara desigur, mulțumiți, Dacă vrem 
insă o precizie mai mare, va trebui să calculăm diverse valori 
ale funcției f(x) = e — a — 24. Avem: 


M 3 | 3,5| 3,28] 3,29| 3,30 3,81 3,35 | 350 | 4 | 
f(x) Mic: —1,40 -om -ous —0,20 |4-0,050 | 1,71 | 5,6 | 26,6 | 
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Se observă deci variaţia de semn între valorile x = 3,30 si 
a = 3,91. Prin urmare se poate considera că rădăcina „aproape 


de adevăr“ este : A 


3,30 + 3; _ 
TA "pU MAE gans: 


Propun să ne oprim aici. Desigur, mulţi dintre cititori se 
vor întreba de ce n-am atins și alte tipuri interesante de ecuaţii. 
De exemplu, ecuațiile diofantice de alte genuri decit cel liniar 
Ax + By — C. 

Explicatii ar fi multe. Ultimul subiect ar necesita singur 
un volum aparte si o pricepere evident mai mare decit a subsem- 
natului in acest domeniu. 

Să lăsăm deci pe cei în drept să-și facă treaba. Timp avem, 
de matematicieni buni nu ducem lipsă, copaci încă se mai taie, 
iar Editura Albatros abia așteaptă autori talentați, chiar dacă 
sint debutanţi. 
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ANEXA 1 


500 de ecuaţii de toate neamurile (cu urări sincere 
de succes la rezolvare) 


„deoarece indicaţii; soluţii sau alte comentarii nu apar. Motivele 
sint multiple, dar economia este cel principal. 

Conform bunului obicei din Vrajă, utilizăm următoarele 
abrevieri : 


1) GM (cu variantele GMF-B si GMF-A) — Gazeta Matematică 


(România) 
2) MvS — Matematika v Scole (U.R.S.S.). 
3) MG  — The Mathematical Gazette (Marea. Britanie). 
4) AMM — The American Mathematical Monthly (S.U.A.). 
5) MS .— Matematika (Bulgaria). 
6) P — Pozitiva (Románia). 
7) MM — The Mathematics Magazine (S.U.A.). 
8) K — Kvant (U.R.S.S.). 


9) RMT — Revista Matematică din Timisoira (România). 
10) M — Mathesis (Belgia). 


Dacá apar alte surse (cárti sau reviste mai rare) sint mentio- 
nate pe loc sau la bibliografie. Ordinea aparitiei nu este nici cro- 
nologicá, nici tematicá, nici alfabeticá (dacá ne gindim la autori). 

Altá observatie: odatá, cineva mi-a dat un telefon si mi-a 
spus că o problemă apărută in Vrajá, culeasă de mine dintr-o 
revistă străină, este „identică şi la fel“ cu o problemă propusă de el 
acum „n“ ani în GM. Tipul era tare supărat, dar din păcate nu pot 
face și pe detectivul detector de plagiatori. Mergem deci pe ideea 
responsabilităţii celor care au semnat enunturile problemelor. 
Coincidentele, însă, nu sînt excluse. Nu neapărat din rea voinţă. 

O ultimă remarcă : acolo unde nu apare sacramentala frază 
„Să se rezolve ecuaţia“, e de bănuit că asta se cere. Asa că procedati 
în consecinţă. 

Începem deci lungul drum de la 1 la 500. 

1) Să se rezolve ecuaţia zt + az — 12 = 0 ştiind că are o 
rădăcină imaginară a cărei parte reală este 1. Să se determine coe- 
ficientul a presupus real, 

(Th. Anghelufá, GM, 1927, nr. 7, anul XXXII, 3 520, p. 279) 
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2) a şi fiind numere întregi, în ce caz ecuaţia e ax? — btr — 
~ abla + db) 0 are rădăcinile întregi 
(G. Triler, GM/1927, nr, 7, anul XXXII, p. 277) 
9) Ecuafia 122% 2r nu admite soluţii întregi, 
(G. Tailer, GM/1927, nr. 7, anul XXXII, p. 276) 
4) Să se rezolve în numere întregi ecuația w? p 15% 9, 
(Leo J. Alex, AMM/1981, E 2880, p. 291) 
5) Fie P(x) un polinom cu coeficienfi reali. Se construies- 
te polinomul Q(x) = (+ P(x) P'() + (POE - ( P'(2) p). 
Știind cà ecuaţia P(x) == 0 are n rădăcini reale distincte, mai mari 
ca 1, demonstra[i — sau infirmaji — următoarea afirmaţie : ecuaţia 
Q(x) == 0 are cel puţin 2n — 1 rădăcini reale distincte. 
(AMM vol. 89,nr. 9, 1982, p. 681). 
. 6), Să se rezolve in R x R ecuaţia at 4 y! = day — 2 
(Florin Cirjan, GM nr. 8/1983, anul LNNXHI, 1913, p. 332) 
7) Să se rezolve ecuaţia: 


¿7 , dt 17 1 
cos * -— [sin — — — 
5 10 3) 
(Radu Ghenghiu, GM, nr, 8/1983, anul LXXXVIII, 19 824, p. 333) 
8) Să se discute în funcţie de parametrul real m natura rădă- 
cinilor ecuaţiei xt — (m — 1)z? + ma? — (m — 1)x + 1 = 0. 
(Sesiunea iulie 1982, Fac, Mat. Univ, Ruc., GM nr. 4/1983, p. 144) 
9) Să se reZélve sistemul: 
T, 4- Maat apr, A see ar, em a? 
TF dax, Je dX, de n. e ap 3 m, nm a? 
: di F dax, + aum, deus 4 ap ir, a? 
(Ion Ursu, GM. nr. 11/1982, anul LXXXVII, 19483 — vezi si 
GM nr. 9, 1983, p. 346, soluţia dată de M. Zaharia si D. Zaharia) 
10) Să se rezolve în numere întregi ecuaţia a?z? + bz? == q?b?:l, 
a, b eZ. 
(C. Ionescu-Tiu, GMF-B nr. 11/1962, 4837, p. 682) 


(11) — (+ ay (5 — 0) + (x + D)(c — ay + (x + ey(a — b} = 0. 
(I. Strátescu, GMF-B nr. 4/1961, 4605, p. 241) 


12) "Sá se discute natura rădăcinilor ecuației 2x? 4- x? — 2m2z+ 


+ m? = Q. 
(|. I. Stamate, GMF-B nr, 11/1962, 5519., p. 693) E 
13) Dacă ecuaţia 2x 4-22? —3a —1-— 0 are rădăcinile 
Tis Ta, Ta, Să se găsească şi să se rezolve ecuaţia care are ca rădăcini 
pe pi = (rs F 23), Ya = (2, + T3)/ Ta, ys = qe 1)/ 25. 
) 


(1. I. Stamate, GMF-B nr. 10/1960, 3 954, p. 60 
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14) a? rtt pi — 2 —1—=0 
(C. Berdan, GMF-B nr. 5,1963, 5804, p. 293) 
15) zi 4 2ax? — Sata — 1)x + a? = 0 


(L V. Mătieş, P, nr. 1/1941, anul II, p. 27) 
16) Fie xi, Te, za rădăcinile ecuaţiei 1? — Axt -+ Bx — C = 6G. 
Să se calculeze in funcţie de coeficienții A, B, C expresia : 


1 1 18 
fx; Xz, T) = | x, 7, 2, 


xi zi ai 
(N. Mihăileanu, P. nr. 1/1941, anul II, p. 26) 
17) æ — (4m? + 3)22+ Am?(m? + 22 — 4(m* — 1) = 0 


(G. G. Constantinescu, P. nr. 1/941, anul II, p. 23) "^" : 
18) Să se arate că ecuația a? + ax? + b nu poate avea deodată 
rădăcinile +1 si — 1; dacă admite răcăcina + 1, ea are toate 
rădăcinile reale cînd b este în afara intervalului (— 4,0); dacă 
admite rădăcina — 1 are rădăcinile reale cind este cuprins în 
intervalul (0, 4). 
(C. Ionescu-Tiu, GMF-B nr. 2/1957, 2 500, p. 100) 
19) Să se arate că oricare ar fi n € N, ecuaţia x? + y? + z? = 
= 22" are soluții întregi. 
Vincențiu Rădulescu, GM nr. 7/1983, anul LXXXVIII, 19 782, 
297) 
" 20) Să se determine m € R ásifel incit toate rádácinile ecuatiei 
z(x— 1) (x— 2) (x — 3) = m să fie reale. 
(Liviu Pirşan, GM-nr. 9,1983 anul EXXXVIII, 19 849, p. 358) 
21) Să se rezolve ecuația xt — ax? + br? — br + ce = 0 
stiind cá rádácinile sale sint numere naturale nenule. : 
(Bogdan Ioan, GM nr. 9/1983, anul LXXXVIII, 19 885, p. 361) 
22) Fie a e (0, 1) fixat. Sá se rezolve ecuaţia 1% = a". 
(I. V. Maftei și Titu Andreescu, GM nr. 7/1983, anul LXXXVII, 
p. 274) 
T+y+z= 
23) r? p y paz 2xy2 a 
ay + az + ay ay? oxi ya 4 3xy: = 98 


24) Rezolvaţi ecuaţia x? + z* + 1 în corpul numerelor com- 
plexe. Plasati imaginile rădăcinilor pe cercul trigonometric. Descom- 
puneţi polinomul 2* + xt + 1 = 0 într-un produs de patru poli 
noame de gradul 11 cu coeficienţi reali, 


(Mircea Ceauşiu, GM nr. 7/1983, anul LXXXVIII, 19 781, p. 296) 
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25) Fie 


a b d 
, D=|b c el uab, c, die f eR 
d e f 


„Să se demonstreze că dacă ecuația ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 
+ 2ey +f=0 are o singură soluție (x,y) SR XR, atunci 
D = 0. 
(Paul Rotaru, GM nr. 8/1983, anul LXXXVIII, 19 837, p. 334) 
2ri d 3 — 2. 
26) 122? + 48y 1 248 
xy(ldx? + 56y?) = 14 560 
(B. Oprea, RMT nr. 2/1931, anul XI, p. 24) 
— gn ma — r2 = 
27) x —y+ay—aty=5 
ay + ay = 20 


(Ioan Curchi, RMT, nr. 4/1931, anul XI, p. 44). 


z+y+2= 10 
28) r? + y +z —2zyz = 100 


ry(r?z + y’z + 21) = 4 800 
(loan Curchi, RMT, nr. 4/1931, anul XI, p. 44) 
at + y? 4 2? = 14 
29) [eres 
xy? ji + zx? = 49 
(Cezar Ivănescu, RMT nr. 7/1931, anul XI, p. 84) 
30) +2 +43 463 +71 —2r! + 30'"4211—12r— 8 =0 
(Gh. Buicliu, RMT nr. 7/1931, anul XI, p. 81) 
2r 1 8 
1—2a* "2 1423 
(RMT nr. 9/1931, anul XI, p. 108) 


31) 


zy + xy*-4- xyz + xyz = 144 
32) za + zx? + xyz + xyz = 120 
yz + ya + xyz? -+ xyz = 270 


(C. Coșniţă, RMT nr. 11/1932 anul XI, p. 129) 
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33) Să se rezolve în numere naturale ecuaţia 
e pi + Zey — y?) — ry == 1 


(Al. Sucia, GMF-B nr. 9/1971, 11427, p. 542) 

34) Sá se arate că dacă polinomul cu coeficienţi întregi P(x) = 
= MT” + Mt -+ aga? 4... + a, ia valori impare pentru două 
numere unul par si unul impar, atunci polinomul P(x) nu admite 
(GMF-B nr. 9/1971, 11434, p. 543) 

35) Sá se demonstreze că dacă toate rădăcinile polinomului 
f(x) sint reale, atunci toate rădăcinile polinomului f(x) + 2f'(x) 
sint reale oricare ar fi A real. | 
(GMF-B nr. 9/1971, 11436) 

36) Să se arate că ecuația t’ + 52? + 5r — 14 = 0 admite 
o singură rădăcină reală x, = (/2 + 1) — (V2 — 1) iar 1,09 < 
< x, < 1,10. . 
(C. Ionescu-Tiu, GMF-B nr. 9/1971, 11 443, p. 544) a 

37) 22? + 2(a — bja? + (a? + 20% x + c =0. 

(idem, 11 444) 

(2k + 1)z* + (2p + 12? + 24m — ha? + (2p + 1)x — 
— 2m — 1 — 0, 

unde k,p,m sint numere intregi. — 

(Alexe Stefan, GMF-B nr. 9/1971, 1T 435, p. 543) 

39) Ecuația 3* + 4* + 5? = 6^ admite soluția z = 3. Să se 
arate că aceasta este singura soluţie reală. E 
(Liviu Pirgan, GMF-B nr. 9/1971, 11456, p. 546) 

40) Fie ecuaţia asx? + a,x* + a£? + at? + at +4) = 0 cu 
rădăcinile x,, i = 1, 2, 3, 4, 5. Să se formeze ecuaţia avind ca rádá- 
cini yy —a; —k, ke nR. _ 

(I. V. Maftei, GMF-B nr. 9,1971, 11 490, p. 552) 

41) Dacă P,, P2,..., P, sint polinoame astfel încit P, (27+) + 
+ x P, (+1) 4... 22 P, S (2+) = (a^ + qi +... +1).P, (2) 
atunci x = 1 este rădăcină comună a tuturor polinoamelor Pi(1 < 


38) 


«ix k). 
(GM nr, 12/1977 anul LXXXII, p. 495) _ 
42) 16(sine + cost) = 10 + 33 


(V. Vládeanu, GMF-B nr. 9/1960, 4362, p. 560) 


43) a — 2(m + 2)? — 3(m + d)a? + S(m + 2)x + 4(3m + | 


+ 8) =0 $ 
Sesiunea iulie 1970, Fac. Mat, Univ. Cluj, GM nr. 5/1971, p. 297) 
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44) Să se arate că ecuaţia z? — 82% + 20r! — 16r? 4 2 — 
— 2m = 0, m> 1 admite rădăcinile: 


Pia - (Vm +1 + Vimz=1 Am — Ym? Vm: 1) 


iar celelalte rădăcini sint date de ecuația x* " (127 — 8)r! + (31 — 
— 8a? + 20)2? + (2$ — 821 + 2022 — 16) = 

(C. Ionescu-Tiu, GM nr. 5/1971, 11 223, A 303) 

45) Să se verifice că 2 sin 10? este soluţie a ecuaţiei 1*— 3x — 
— 1 = 0 si să se exprime apoi sin 10? cu trei zecimale exacte. 
(C. Ion escu-Țiu, GM nr. 5/1971, 11 222, p. 303) 

46) Să se arate că ecuaţia x? 4+- a 4+:2=0, p eZ, are 
o singură rădăcină reală a cărei valoare se cere. 
(GM nr. 9/1937, anul XLII, p. 473) ` 

47) Sá se rezolve în numere întregi si pozitive ecuaţia z^ + 
+ y" = Mai +"), ne N, M €Z. Generalizare. 
povan Tino, GM nr. acd anul XLII, 4 902, p. Tn 


(a + D + Chafe 9 + Ghale +5) + m = 
=C} (a + 2)"+C(z + 4) + Gaz + 6)+... 
49) (as + Tat + 172 + 15) (1 + 1) +2 — 0. 
ay +z +4) = ble +t 2) [= elt + 24 y)= 

= d(x + ytz 2) r8 


43) 


50) 


(V. Virgolici, GMF-B nr.. 5/1961, 4 316; p: 296) 
51) 2+(1-Nz — 3h —2'= 0. apiscufle: 
(Emil Mortun, GMF-B nr. 9/1961, 4 896, p. 567) - 
. 92) Sá se àrate că ecuația r1 na ax? ^ b = 0 NS b#0 nu 


admite o rădăcină pozitivă " atunci celelalte două rădăcini sînt 
imaginare dacă — 4x3 < b < 0. Dacă ecuaţia admite o rădăcină 
nuegativá x,, atunci și celelalte două rădăcini sint reale, dacă 
0< b-< — 425. 
(C. Ionescu-Tiu, GMF-B nr. 9/1961, 4 888, p. 566) 

53) Se cere reiafia dintre p si q astfel ca o rădăcină a ecuaţiei 
a? 4 pr--q-0 sá fie medie armonicá a celorlalte două. Să 
se arate cá în acest caz, condiția de realitate a rădăcinilor este 
îndeplinită, | S 
(C. Mibu, P., nr. 3,1940, anul I, p. 114) 

54) Să se discute ecuația 3(3a — bja* + 6(a + bja +a + 
+ b? = 3(ab + 1)b după valorile lui a si b. 
(Gh. Buicliu, GM nr; 9/1934, anul XXXIX, 4379, p. 384) 
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33) (sin r -+ cos r + tg 1)? = sin?r 4 cos?r + tg?r 
(Boian loan, GM nr. 9/1934, anul XXXIX, 4379, p. 384) 
56) Fie Pi. Ps, >» ,p,, n numere pozitive, Ecuația 


f(x) = y p.) 2 — y pă” =0, 


r=1 
are o singură rădăcină pozitivă egală cu 1. 
{vezi GM nr. 9/1934, anul XXXIX, p. 351 — soluţia dată de 
T. Popoviciu) 
(x + e AER (r4- b4- c) (t4 c-- ay? 
37) z 4- 2c z + 2a z + 2b 
+ 314 2(a +b --0)—0 
(C. Cosnitá, GM. nr. 1/1933, anul XXXIX, 4 2%., p. 40) 
58) r! — 4r — r? + 16r —12 = 0 


(dictată la telefon de un hitru anonim care nu ştiu de unde-a aflat 
la ce lucrez). 
59) Sistemul : | 
AX + Y + Z) = X(U + V) 

YZ-4-ZX--XY —3UV 
in afară de situaţia evidentă X = Y = Z = U = V = 1 areşi 
alte soluții in numere întregi ? 
(Dimitrie Pompeiu, RMT; nr. 8/1944, anul XXIV, p. 96) 


sin?r — sin?(y — 2) = a? 
a) | 


A 


sin?y — sin*(z — x) = p? 
sin?z — sin*(r — y) = y? 
61) Sá se rezolve in numere intregi sistemul : 
r? —1=uy 
| y? — 1 = x 
(Mihail Ghermánescu, RMT nr. 8/1944, anul XXIV, p. 98) , 
62) Să se rezolve in N x N ecuaţia 2* + 1 = 3". 
(Gh. Szóllosy, G.M. nr. 1/1979, anul LXXXIV, p. 19) 


63) Dacă ecuaţia x* 4 ar? + 0$ 4c=0 admite rădăcinile 


reale T, Zp T, atunci | 


8 
+ 4+14> lat + zac — 2b 
5 5 
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cazul de egalitate avind loc dacă și numai dacă Ti == Tr == Za. 
(mil Popa, GM nr, 1/1979, anul LXXXIV, 17 699, p. 27) 

64) Să se rezolve în numere întregi ecuaţia (x -+ yy = zt y, 
(Emil Popa, GM nr, 1/1979, anul LXXXIV, p. 32) 


05) Dat 4- 112? 4- 201? 4- 18x + 9 — 0. 
(Eug. St. Iacob, GMF-B nr. 4/1963, p. 228) 
60) (240 (2 —b) (x —ce)(r —a-—b-—e)-—d 


(Liviu Pirsan, GMF-B nr. 4/1963, 5 759, p. 247) 

67) Sá se rezolve ín numere întregi și pozitive ecuaţia z? + 
+ a? = 132, día 
(GM nr. 12/1963, 6 103, p. 737) 

68) Fie z,, z,, r, rădăcinile întregi ale ecuaţiei a? — 102? + 
+mr+n=0, m,n € Z. Să se determine m astfel încît z2 = 
— rp d 
(GM nr. 4/1971, p. 216 — vezi si Virgil Claudian, „Analiza diofan- 
tică“, în GM nr. 1/1970). 

69) Să se discute ecuaţia 2r? + 9r? — 24x + a? + b? — 48 = 
= 0 dacă a și b sînt coordonatele unui punct în plan. 

(M. Neacșu, GM nr. 4/1971, 11160, p. 236) 
70) Se dă ecuația 22? + 2ax? + (a? + 2a +3)z+b=0, 
a, beR. he 
Sá se rezolve ecuația dată în cazul în care admite toate rădăcinile 
reale.” l 
(C. Ionescu-Tiu, GM nr. 4/1972, 11 537, p. 229) 
71) Să se rezolve în numere întregi sistemul : 


271 = y? + zt 4 (y + zy 
| 2x = y! + zt + (y 4- 2) 


{A. Gloden, RMT, nr. 11/1945, anul XXIV, p. 128) 

72) Să se rezolve în numere întregi. ecuația 1+zlyl = 
= (x + y). 
(Mihail Ghermánescu, RMT nr, 11/1945, anul XXIV, p. 134) 


73) : P 2-21) = a. ài Y; 
(Ion Dili Schileru, RMT nr. 11/1945, anul XXIV, p. 130) 
74) Sá se rezolve in numere întregi sistemul: 


ai hay = us 
v? -p biz y? > 
unde a și b sint întregi, 
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(A. Gloden, RMT anul XXIII, p. 70 — vezi şi RMT nr. 9/1944, 
p. 107 — 108, soluția dată de Mihail Ghermánescu) 

75) Să se rezolve în numere raționale ecuaţia a? + y? = 
e (1 + y)! 

(J. Mahrenholtz, RMT, nr. 9,1944, anul XXIV, p. 109) 

76) Să se rezolve în numere întregi ecuația z? + y? -+ 2? = 
= (xy: (vezi articolul lui George Iuga din RMT nr. 2/1944, anul 
XXIV, p. 15 —19) 

77) Să se determine A aga fel ca ecuaţia 2? — 124 4 — O 
să aibă toate rădăcinile reale si rationale. 

(Mihail Ghermănescu, RMT nr. 2/1944, anul XXIV, p. 21) 

78) at — 4 — 20 + 162? — da? — 16r48=0 
(I. V. Máties, RMT nr. 2:1944, anul XXIV, p. 22) 

79) Sá se rezolve în numere întregi ecuaţia z?"*! == ay: + b, 
a, b, m e Z*. 

(I. Lintes, RMT nr. 6/1944, anul XXIV, p. 68) 

80) Să se rezolve in numere întregi sistemul: 

t+ y=A? 
| a? ++ y? = B 
(J. Mahrenholtz, RMT nr. 11/1944, anul XXIV, p. 68) 

81) Să se rezolve în numere întregi sistemul z? = y? + u? = 
=. y? + 240, 

(A. Gloden, RMT nr. 11,1942, anul XXI, p. 134) 

82) Să se rezolve in numere întregi ecuația x? 4 4y? = 2, 
(D. Georgescu, RMT nr. 11/1942, anul XXI, p. 135). 


83) Ma + a) (9z + a) (3x — 2a) = bi 


(G. G. Constantinescu, P. nr. 4/1940, anul I, p. 153) 

84) Să se rezolve in numere întregi ecuaţia 3* + 4* = y? 
(N. Teodorescu, GM nr. 2/1927, anul XXXIII, p. 63) 

85) Să se rezolve în numere întregi ecuația (x — 1) (y + 1) 
(z + 2) = ryz. E 
(Em. Mereutá, GM nr. 9/1946, anul LI, p. 679) 

86) Sá se discute rădăcinile ecuaţiei: 


p 1 
p (pap tg' a + (30 + ) tex =1 


1 . . . a + L] 
cind p variază. Să se determine apoi valoarea lui p aşa ca ecuaţia 


să aibă o rădăcină dublă si în acest caz sá se rezolve complet ecuaţia. 
(E. Abasohn, GM nr. 10/1915, anul XX, p. 400) 


87) zi — 21 — 21 — 20 = a(a 4-2) 
(Gh. Nicolescu, GM nr. 10/1915, anul XX, p. 395) ' 
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88) a? 4-701 a? -- 1536 = 0 


(Eug. St. lacob, GM nr. 3/1943, anul XLIX, p. 196) 

89) Dacă toate rădăcinile polinomului P(x) de gradul n 
e nt reale și toate rădăcinile polinomului g(x) = x" -|- A, 27414, 
c. sint reale, atunci toate rădăcinile polinomului F(x) = 
= P(x) 4 AP) +4. + An P? (2) sint reale. 

(GM. nr. 5,1976, anul LXXXI, p. 171) 

90) Să se arate că indiferent de valorile parametrului m, 
ecuația mrt -- 4m?rz + 2mx? — 12x —m = 0 are două rádá- 
cini imaginare și două rădăcini reale. 

(Radu P. Voinea, P nr. 8/1941, anul 1, p. 282) 


91) (x? + a?) (x! + al) = data? 


"Cezar Cosuifá, P, nr. 8/1941, anul I, p. 282) 


92) Se dă ecuaţia az? + bx? + cx + d = 0 in care coeficienții 
a, b, c, d sint funcţii liniare de doi parametri, Să se demonstreze 
că între rădăcinile z,, z,, z, avem o relație de forma următoare: 


A(z + 2; + Ta) + B(z;z; + 2,7, + Tita) H.C Titt, +D =0 


(Cezar Cognitá, P. nr. 6 —7/1941; anul I, p. 233) 
93) Să se arate că rezultatul eliminării lui z între polino amele 
Azi + B® + C=0şi a r -+ 1 = 0 este una din expr esiile 


(8 -+ C}? +A(B +C) +A? = 0 

(4 -O* —(A — O(4 + B) + (A + B) =0 
(A + B — C? —B(47+ B — C) + B? = 0) 
(B—C? A(B 20) 4 4220 i 
(A + C? — (4 + B) (£+ C) + (4 + B} =0 
(4 + B+C)? — BA - B-- CO) B «0 


după cum restul împărțirii lui n prin 6 este 0, 1, 2, 3, 4 sau 5. 


(vezi GM]nr. 6/1926, anul XXXI, nota lui D. V. Ionescu, p. 213-215). 
94) Să se rezolve ecuaţia z? + pr --q— 0 ştiind cá două 

dintre rădăcinile acestei ecuaţii reprezintă două lungimi care 

împart în medie și extremă rafie un segment dat a. 

(E. Abasohn, GM nr, 5/1927,'anul XXXII, 3 500, p. 200) 

95). Să se rezolve în numere intregi ecuaţia (x 1 + 1) != (x 1. 

(I. Georgescu — Racoviţă, GM nr. 5/1927, anul XXXII, 3501, 


| p.. 200) 
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[ (a a (a —b) = y 
96) (y — 0 (y —b) = z 
(2 —a) (e —b) = x 
(M. Ghermánescu, GM nr. 5/1927, anul XXXII, 3503, p. 200) 
97) Sá se determine parametrii m şi n in asa fel ca ecuaţiile 
vmr+n=0 şi 13 ón: 4 m= 0 


să aibă două rădăcini comune si să se rezolve ecuaţiile în acest caz. 
(C. Lazăr, GM problema 2 115; n-am avut decit niste „resturi“ 
de gazetă care conțineau și chestiuni de examen din noiembrie 
1914. Probabil că e din 1915) 


98) Vo zu! a —Vz Lie A 
(Dinu Schileru, GMF-B nr. 9/1956, p. 497) 

99) 165 — 20r +52 —1=0 
(GMF-B nr. 9/1956, p..494) 

100) (52) = (102) 


(Eug. Şt. Iacob, GMF-B nr. 4/1960, 4109, p. 248) 

| 101) Să se arate că ecuaţia 2z* — (3a + b) x — (a? — 5ab + 

+ 252) = 0 are rădăcinile reale şi exterioare intervalului (a, b) 

oricare ar fi a si b reali. i i 

(GMF-B nr. 4,1960, p. 249) 

102) Sá se rezolve in numere întregi şi pozitive sistemul: 

a — y — 2 = 3xyz 
g? = 2y + 2z 

(GMF-B nr. 4,1960, p. 250) 


103) Dindu-se ecuație x? + px +q =0 cu rădăcinile sin v, 
sin y, sin z, se cere ecuaţia de gradul al treilea cu rădăcinile 


x y z 
ctg?-, ctg? ^, ctg?- . 
83 e, 5» 


(Eug. St. lacob, GMF-B nr. 1/1957, 2 469, p. 46) 
104) 6 + 45 = 9" 
(GMF-B nr. 1/1957, 2059, p. 39) 
105) Sá se rezolve ecuaţia x p x -10 folosind substi- 


tutía y = x’, 
(C. Berdan, GMF-B nr. 10/1959, 3 889, p. 618) 
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100) log, Td loz, T log» IA 4- log amna) E = 1 
(Folclor matematic) 


WO dea) e 7 + y3) x—y6-0 


(S Florin, GM nr. 101977, anul LXXXII, 16 911, p. 422) 

103) Pentru orice polinom P cu n rădăcini reale si distincte 
Şi pentru orice număr strict pozitiv k există cel puţin 2n — 2 
puncte 8, Or, 0, , în intervalul determinat de cea mai mică 
rădăcină şi cea mai mare rădăcină astfel incit: 


P8) + PX) + + PO) = — R[P'(0,) + PO) 4 
+ P (9, 9] 

(Alexe Stefan, GM nr. 10/1977, anul LXXXII, 16 915, p. 423) 

109) Ecuația 67% — (a + 6) at + (a —a?) 2 +a2=0, aeR 


are rădăcini reale pentru orice a. 
(1. Virzara, GM nr. 10/1977, anul LXXXII, 16 884, p. 419) 


110) Dacă P e R [x] are toate rădăcinile sale simple, fie 


ele zx, 1I<i< n, atunci k 
Pu) sl 
PD Lhx—z; 
(lon Buzatu, GM nr. 10/1977, anul LXXXIT, p. 396) 
n) +52 — (1 + 40/22? —4x + 480 — 0 
(C. lenescu-Tiu, GMF-B nr. 3/1962, p. 172) 
rt my + mz = yz + 2mx 
112) | y? + mz + mz = zr + 2my 
2 + MI + my = rg + 2m2 
(Gh. Buicliu, GMF-B nr. 7/1962, 5372, p. 423) 
113) 9 + 110 +90 + d8r +9=0 
(Eug. St. lacob, GMF-B nr. 7/1962, 5359, p. 421) 
114) ` Ppap 
unde p, = log (log a) log z* d 
(V. Virgolici, GMF-B nr. 7/1902, 4 664, p. 410) 
115) cos 3r cos! x — sin 3r sin? r = m, me R 
(V. Gh. Vodă, GMF-B nr, 3/1963, 5 707, p. 179) 
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116) Să se găsească rădăcinile ecuaţiilor -+ y? 2 -k 
+ 2zp2 = 1: a) în numere întregi, b) în numere raționale din 


intervalul (—1, +1). 
(GMF-B nr. 3/1963, p. 178 — preluare din „Mathesis”) 


xyz(y + 2 — 20) = a 
A aya: + x — 2y) = b 
aya + y — 22) =C 


Li 


(GMF-B nr. 11/1961, 4 987, p. 693) 
18) Sá se rezolve in numere intregi sistemul 


a —2y+z= 
a+ y +2 —ayrz = 0 ag0, a EZ 


Dacă z, y, z sînt coordonatele unui punct M(x, y, 2) dintr-un sistem 
de axe Oxyz care formeazá un triedru tridreptunghic, sá se afle 
valorile intregi ale lui a pentru care coordonatele punctului M 
sînt numere întregi, soluţii ale sistemului dat. 

(Gh. Cezar, GMF-B nr, 11/1961, 4 988, p. 693) 


4 


4 

— T4 

119) f ad E es 2. Generalizare. 
b Mcr a—a 


(GMF-B nr. 11/1961, p. 692 — preluare din Mv5) 


120) i lz —yl+2lyl=2 pem 
; pz + 2y = 2p 
(GMF-B nr. 11/1961, 4 973, p. 691) 

121) a — (a?* + b2") a*-*b*-* + pr = 0 


(C. Jonescu-Tiu, GMF-b nr. 2/1902, 5 144, p. 113) 
122) CY (Kk 4 1) (ax)? bt = ab? nz 


(C. Gh. Bănică, GME-B nr. 2/1902, 5 146, p. 113) — cu o mică 
modificare, 

123) Sá se rezolve in numere întregi ecuația w(x — a) -+ 
4 (y —a —1) +20 — b, a, b e Z 
(E. Ştefănescu, GM nr. 4/1027, anul XXXI, 3500, p. 154) 


124) Să se rezolve în numere întregi ecuația 3 —y —2*s9 , 


== 22y + 212 — 212 
(N. G, Botea, GM nr. 4/1927, anul XXX HI, 3 643, p. 153) 
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125) Se dă ecuația 1 4 az? 4- br -+ c — 0 şi se cere să se 
găsească condiţia ca primul membru să se descompună într-un 
produs de doi factori trinomi de gradul al treilea cu coeficienţi 
reali. Să se verifice cu ajutorul teoremei lui Sturm că în aceste 
condiții, ecuația dată are totdeauna cel puțin două rădăcini reale. 
(GM nr. 4/1927, anul XXXIII, p. 140) 


120) ut + 2ax — 2a? — 11b = 0 


(Examen 1927 Fac. Matematică București, GM nr.4/1927, anul 
XXXIII, p. 139) : 

127) Să se arate că dacă a, d, c, d sint întregi, iar ad este 
impar, iar be este par, atunci cel puţin o rădăcină a ecuației az? + 
+d8%+cx+d=0 este iraţională, 

(GM nr. 8/1971, 11 399, p. 489) 

128) Să se arate că dacă ecuația z* + a,a?^! + a,z"-? +. + 
+ d, = 0 are rădăcinile reale, atunci (ai — 2a:) n > a2, iar dacă 
toate rădăcinile sint reale şi pozitive atunci ln- 2 na, — ly. 
Cind rădăcinile sint egale, inegalitatea devine egalitate. 

(C. Ionescu-Tiu, GMF-B nr. 12/1961, 5 044, p. 752) 


129) Y (© +k) È = 2 
is k=0 ; 
(3. Strătilă, GMF-B nr. 7,1961, 4 321, P. 416 — cu o mică modi- 
ficare) i; t 3 


[902 roi —2(9+2=0 
a(z + x) + dy — ys(z + 2) =0 
a(z + y) + bz — z (x + y —-0 
(C. Cosnitá, GMF-B nr. 1,1960, 4 001, p. 56) 
131) Sá se rezolve in numere întregi ecuația 6xyz — 4áry — 
— 12zz — 3yz + 8x + 2y + 6z —5=0. 
(C. Gh. Bănică, GMF-B nr. 1,1960, 3 992, p. 54) 
13%) — T+ y= aa pay 
' AU y! az 4 dy 
(Gh. Buicliu, GMF-B nr, 1/1960, 3 984, p. 53) 
; 133) Să se arate că ecuația z*-- y! z — a unde q e 
€ (9k +4), k e Z nu admite soluţii întregi, 
- (Gh. Szóllósy, GM nr. 7/1970, 10 473, p. 422) 
134) Se dă ecuația x? + y? = pz, 


130) 


a) Să se arate că pentru p=a+d ecua, bez ecuația - 


„dată admite soluţii numere întregi, 


b) Să se afle soluţiile numere intregi ale ecuaţiei date. 
(Marius Rădulescu” GM nr. 7,1970, 10 476, p. 423) 
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135) Se dà ecuația f(x) — 1t + ar? 4-bi?-pc-—0 si se 
cere sá se delermine c, astfel ca ecuaţia in y ce seobtine fácind 
transformarea y == z/(r — 1) să fie de gradul al treilea. Să se 
arate cà f(x) = (x — 1) (x) si să se explice rezultatul. Să se 
determine apoi b astfel ca ecuaţia ọ'(x) = 0 să admită rădăcini 
rationale. Sá se discute ecuaţia f(r) = 0 in acest caz, a fiind un 
parametru variabil. 

(N. Abramescu, GM. nr. 4/1925, anul XXXI, 3007, p. 142) 

136) Să se discute natura rădăcinilor ecuaţiei 38x! — 4381* + 
+ Ga?Bx? + aB? — 1— 0 cind a si B iau toate valorile reale. 
(Petre Sergescu, GM nr. 4/1925, anul XXI, 1 979, p. 138) 

137) Se cere sá se rezolve in numere intregi ecuaţia z? — y? + 
+ 22 = 22y + 222 + 2yz. 

(vezi GM nr. 4/1925, anul XXXI, p. 131) 


138) — ns? —2n.tg x + tg? z. n's? — 0, n € X* 


(C. G. Nistorescu, GM nr. 2—3/1982, 0 : 284, p. 92) 

139) Să se găsească toate ecuațiile cu, coeficienti intregi de 
forma z*"--z,z"!--z^?-FE..4-T,,r:4-:1,— 90, unde rz, 
1 sis n sînt soluţiile ecuaţiei. | 
(Drimbe Mihai Onucu, GM nr. 2—3/1982, 19 164, p. 89) 


140) (2n? + n} + (2n? +n +17 +... + (2n? + 2ny = 


= (2n? + 2n + 1Y +... + a + 3ny 

(idem, 19125, p. 85) : 

141) Sá se rezolve în numere întregi ecuația 9% + 13% = 

= 170421'*5, z, y, z t EN. 

(Sebastian Anita, GM nr. 2—3/1982, 19 117, p. 84) 

142) În ipoteza că 3p? + 3p + 1 este prim, p € N să se rezolve 
în numere întregi ecuaţia y? = z? + 3p? + 3p + 1. 
(Liviu Pirșan, GM nr. 2— —3/1982, E: 7551. p. 73) 

143) Se consideră ecuația 


a — X d; d3 | 
05 d» — Y LET =0 a,€R 
sı 05; (3 — v 


a) Dacă z,, Za, Ze sint rădăcinile ecuaţiei date, să se constru- 
iască ecuația care admite rădăcinile y, = 2,Y2, Ys == Vla Y, = 
== CRX, 

b) Să se arate că ecuaţia obţinută la punctul a) poate fi 
pusă sub forma 


Y Au As 
An An—Y Aa =0 
As Asa Ass e y i 
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unde A, sint minorii corespunzători elementelor ay din deter- 
minantul A = | ay, |. 
(Dan Radu, GM nr. 4/1971, p. 231) 

144) Să se arate că zu, La, Ya, x, fiind rădăcinile ecuaţiei 
at — 102? + 322? — 28x -+ 8 =0atunci: 

1) a2^71 q al e 22^71 4- 2277! este întreg, multiplu de 2", 

2) a2" 4 a3n 4 a 4 27" este întreg multiplu de 2", ne N. 
(C. lonescu-Tiu, GM nr 12/1971, p. 750) 

145) Se consideră ecuaţia 2x* + 2(a — 1) 2? + (a? +4) x? + 
--br--c-—0 unde a, b, c €R; 

Să se arate că dacă două rădăcini sînt : 


E Z 
n=14+ E, a oq LUE, kent 


atunci celelalte rădăcini sint reale si se află în intervalul [0, 2k]. 
(C. Ionescu-Tiu, GM nr., 2/1971, p. 751) 

146) Se dau ecuaţiile aja? + bix? + cz + d, = 0, i = 1, 2, 3. 
Să se arate că dacă j 


a, b, d; |? d, b, 0 |? d, d, 6i 
a; b, d; | =| d; bz ca | * | da d» Ca 
| a, b. di de Da Ca d, d, Ca 
a, b, d, ? iy b, 6 l d, a, G 
dz b; di | =| da ba Ca d; a, Ca 
d b, de | a, b, Ca d, d, C3 


atunci ecuațiile admit o rădăcină comună. Sînt aceste condiții 
suficiente ? 
{Constantin Bădilă, GM nr. 12/1971, p. 748) 

147) Să se rezolve în numere naturale ecuația z*" J- (x -- 1)” + 
+ (2 + 29 = (2 + 3)" | 
«GM nr. 12/1971, p. 746) : 

148) Se dá ecuaţia zi — 12x? + 361? — 36 = 0 cu rădăcinile 
Li, X. Ta, Ta. Să se arate cá xi + xg + q3 + r? este un număr 
întreg, divizibil cu 6” unde: 


m = |" 
2 


nexo) 


(C. Ioneseu-Tiu, GM. nr, 12/1971, p. 747) ` 

149) Sá se rezolve ecuația (1 — tg x) (1 — ctg 21) — 2 în 
condiția x e (0, 7/2). 
(Gh. Mihăilă, GM nr. 12/1971, p. 747) 
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150) Să se rezolve în numere întregi ecuaţia X r rare = r fa fo Fe 
elementele ce intervin fiind razele cercurilor tritangente ale unui 


triunghi ABC. 
(Lucian Mănescu, GMF-B nr. 11/1958, p. 663) 


151) sin?a— cost x 4 4cos* z — 6 costz -+ 4 cos?r +  — 2 
(Relicvar V. Gh. Vodă — autor necunoscut) 

152) tg 7r tg x = tg? 5r 
(C. V. Costăchescu, GM nr. 11/1958, 3402, p. 674) 

153) 2(m + 1)? zt — 2(m + 1) (4m—1) x? + (11 m? — 8) z? — 

— (7m? — 10m — 8) x + 2m (m — 2) = 0, me Rx {—1}. 
(Relicvar V. Gh. Vodá — anonim) 

154) xt + Az? 4 4x 4 m — 0: Discuţie. 


(Admitere, Inst. Constructii Bucuresti, 1971, GM nr. 12/1971) 


155) Să se rezolve in numere intregi ecuația z(yz + y + 2z + 
+ 2) — y(12 — x + 2z + 2) + 2(1y — xz + y —1)= 1. 
(S. Nicolescu, GM nr. 2/1916, anul XXII, 2467, p. 63) 


za 20,24% s- 
z—a z--ra x —2a z4 2a 
x 
—2a?!— a?r? ` 


156) 


(L. Teodoriu, idem, 2468) 
157) Să se rezolve în numere întregi ecuația : 


(tg 2)/3—2y+V2y =1=0 
x fiind exprimat în grade. 
(Florin Vasilescu, idem, 2 135, p. 55) 
* 158) Se consideră ecuaţia f(x) = xt £ 4ax* + Gba2 + dex + 
+ d = 0 si se presupune că are o rădăcină comună cu derivata a 
doua f(x) = = 0 pentru care această rădăcină este dublă. Inversele 
“celorlalte rădăcini formează o progresie aritmetică. Să se rezolve 


ecuaţia, 
(GM nr. 2/1916, anul XXII, p. 40) 


159) Să se rezolve în numere naturale ecuaţia : 


EI, E E. ==: 
Z+ [T zh ] 24d. t 


(Relievar V. Gh. Vodă — autor nemenţionat) 
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160) (rd) Qr 11) (e 21) (w — 37161 
(idem) 

161) Kaa olx 
(1. Lintes, GM ur, 10/1927, anul XXXII, 3 259, p. 386) 

162) Sá se rezolve în numere nalurale sistemul 

Php kw A 
11 4 y = 7k 
(Gh. Păun, GM nr. 10/1927, anul XXXII, 2 074, p. 376) 

163) Ce reprezintă din punet de vedere geometrie ecuaţia 
ma — da? + 222? SE 3y? +- y 4+- PE 0 9 
(Traian Păunoiu, GM nr. 4/1971, p-235) 

164) Se dau ecuaţiile apr? A- bx +c=0, i= l, d. Să se 
determine condiţia ca una din rădăcinile primei ecuaţii să [ie de 
k ori mai mare decit una din rădăcinile ecuaţiei a doua. (GMF-B 
nr. 7/1960, p. 420) : 

| 165) (x? —4) — aa 43:7. 
(D. I. Manolache, GM nr. 6/1971, p. 362) 
sin X sin 2r sin 3x sin 4x 

160) sin 2% sin 3r sin 4v sin x 0 

sin 3x sin 4r sin a sin 2x 
sin 4r sin zr sin 2r sin 3x 
(P. Belciug, GM. nr. 6/1971; p. 363) 

167) Sá se arate că ecuaţia a5 — 10z* 4 35x — 50x? + 
+ 25r + 2m —2 = 0 admite rădăcina: - 

t = 2/m rne —1— Ym Va 


Sá se rezolve ecuaţia cind m = — 1. 
(C. . Ionescu-Tiu, idem) 


2axt — (2a* -- Da + 2)? - (5a? + da + 5) — 
— (20% 4- 5a -+ 2) x -p 24 = 0 
(Vasile Dumitrache, GM nr, 0/1905, p. 257) 
169) 26 ann us Y 
(GM nr. 0/1005, p, 201) 


168) 
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170) 


at po s A 
g* yt ET n 
at Patti C 


(L 1 Cristea, GM nr, 60/1905, p. 204) 

(Autorul — mort într-un tragic accident, a fost cadru didactic la 
Facultatea de Matematicá-Mecanicá din București, pe vremea cind 
eram student, anii '02 —'07, Într-o vară, la mare, a alunecat de pe 
cunoscutul dig de la Constanţa, zdrobindu-se de stínci.) 


171) | 2r! — 3y? 4 Day — 4 4y -1 = 0 
4ry — y 4- 3x 4-2 —2y —4— 0 
(Bal Iuliana, GM nr, 0/1905, p. 205) 
0--23(-p--450-2-(-4z 
(1 —10:(14-0(1—2)-a 


Discuţie. Cazuri particulare a = 1 $i a = 2, 
(C. Ionescu-Tiu, idem) 


173) 7x — 192!y + 2j? + 22? + 6xy? + 137 = 0 
4ay — xy? — 2x? — y? —4—0 


172) 


(Serban Nicolae, idem) 


174) Fie ecuaţia (x — 1)*(y — 1)? = z?(r? — 22). Există soluţii 
ín numere intfegi ? 
(Relicvar V. Gh. Vodá — anonim) 


175) Fiind dată ecuaţia a? + px + q = Q cu rădăcinile z,, i= 
= 1,2,3 sá se calculeze S, =. 444 y 224 4 234 pentru k = 
=2, 3, 4, 5. 

(Deja folclor matematic) 


176) Sá se rezolve în numere naturale ecuaţia tyz — 3:y — 
— 612 — 7yz + 41x 4- 20y + 172 = 112. 
(Marcel Bárbulescu, GMF-B nr. 8/1958, p. 472) 

177) (a +0) (b + c) (c 4 aja? + abe(a+ x) (b + x) (c + 1)=0 


(Gh; M, Tudor, idem, p.'476; autorul, dispărut timpuriu, -prin 
'62, '604 în urma unei boli necr u[átoare, era asistent la Facultatea de 
Matematică din București), 


178) Să se rezolve în numere naturale ecuaţia l7(xyzt + xy + 


qe al > zb 4 1) — 54(yal + y + D +0. 


($. Gh, Halilov, MvS nr, 1/1070, p. 82) 


1439 . 


Scanned with CamScanner 


179) Discuţie. 
v+ y= xy 


(A. N. Smoliakov, MvS nr. 1/1970, p. 81) 


| w p Iry H y =a 


4 

180) la +r pa—1+Vizz—1=0 
(MvS, nr. 1/1970, p. 81) 

181) (x? — a?! = dax + 1 
(A. N. Smoliakov, MvS nr. 2/1970, p. 88) 

182) (a° — [x]: = (x? — [x })"; [ ] — partea întreagă. 
(MvS nr. 3/1970, p. 78) 

183) Să se rezolve în numere naturale ecuația vy = x + y. 
(MvS nr. 3/1980, p. 69) 


184) /sin 2 —Vsin x + cos a = Cos Y 
(V. O. Vaganian, MvS nr. 4/1979, p. 65) 
Le 
A" =p. 


(Z. Gasanov, MvS nr. 5/1979, p. 59) 

186) Să se rezolve in numere naturale ecuaţia 2 — F = 1. 
(S. S. Gasanov, MvS, nr. 5/1979, p. 59) 

187) Sá se rezolve în numere naturale ecuaţia 23% =1 + 5*. 
(I. I. Mihailov, MvS nr. 2/1979, p. 58) 


188) Să se rezolve in numere întregi ecuaţia x? — 3y* — 92=0. 
(S. I. Maizus, MvS nr. 1/1979, p. 67) 


189) 2. 9:5: — 7. 2491 19 
(Mv$, nr. 2/1981, p. 60) 

190) sin*r + sin*y = sin x sin y + sin + + sin y — 1 
(Mv5, nr. 2/1981, p. 60) 

191) x? (3k + Da? + (4k + Kk) + 52— 5% — 0, keZ 
(Mv$, nr. 1/1981, p. 67) ` 

192) Să se determine coeficienții a, 5, c ai polinomului f(a} = 
= 15 — IOz* + ax? + ba? + cx — 32, astfel încit rădăcinile ecua- 


fiei f(x) = 0 să fie toate reale şi pozitive. 
(Iu. I. Hohlenko, Mv$ nr, 1/1981, p. 67) 


185) 
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- 
Bal p 0 cos? da hb — 2k 


193) 
3 sin*a d coste -[- 7 sin æ- cos 2e 4-1 — 0 


costa B eos ao sin Qe -- 8 sin a = 0, 


(Admitere 1080 la Univ, de Stat din Moscova, Mv$ nr. 1/1981, 
p 00) 


104) logi(V e Pa) = ; log, 2 
(Myg nr, 39/1081, p. 03) 
195) Să se arate că ecuafia a -+ a? -+ 1 = 0 admite doar o 
singură rădăcină reală, 
(MvS nv, 3/1981, p. 03) 
196) Să se rezolve în numere întregi ecuaţia. 
a(x - 1) (12 + x + 2) = 2y* 
(MvS nr. 3/1081, p. 58) 
197) e — e = 2 In(x + VI +2) 
(MvS nv, 3/1981, p. 56) 
198) Să se găsească toate rădăcinile întregi ale ecuaţiei 
cos E (3a | 9343-160 E 899) aT 


(MvS nr. 2/1981, p. 60) 
199) Să se rezolve în numere naturale ecuația (1 + y) (1% + 
+ y") = 1981. 
(MvS nr. 5/1981, p. 57) 
200) Să se arate că următoarele ecuații nu admit soluții numere 
naturale : ` 
(z —1) (x + 1) = 2(2y + 1); 604324 1 = 2y; 2472 + 
4-9: 5y?; xt -p 02? -p 13 = p; d 44r. 3-2. 
(S. Gh. Guba, MvS nr. 5/1081, p. 57) 
201) Vib — 12 cos x 4- V7 — 4 V5 sin x = 4, ze [0, x/2] 
(E. S. Iasinovii, MvS nr, 5/1981, p. 56) 
202) Vă — 3 cos x -+ 10 — 6 cos x = V10 — 0 cos 2x 
(E. S. Iasinovii, Mv$ nr. 4/1981, p. 06) 
203) [x [r]] s 1, [ ] — partea întreagă 
(MvS, nr, 4/1981, p. 66) 
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4 d | w a 9 
201) [3 A =a] 
E 3 


(B. M, Vakoov, MvS nr. 4/1081, p, 60) 
208) GIH coeflelen(i diferi(i de O poate să admită un polinom 
de gradul VI caro are tonto rădăcinile reale si distincte ? 
(F.A. Bartenev, MvS nr, 4, 1970, p. 73) 
200) Să se rezolvo în numere întregi ecuaţia æ’ -+ jy? — 
- day == 2, 


(MvS nr, 4/1970, p. 73) 


207) Ada p b a dat — 24 13= x41 
(A, M. Padun, MvS nr, 5/1970, p. 72) 
208) Fie polinomul: 
P(a) = at + aia? Y 432? + x + au, 
t, € 4, i= 1, 2, 3, 4 si a, divizibile prin 4. Dacă yi, ys, Ya sint 
rădăcinile derivatei polinomului, atunci numărul N = P(y,) 
Puy) P(Y) este întreg, 


(GM — Perfecţionarea metodică si metodologică în matematică 


şi informatică, nr, 1—2, anul III, 1982, p. 8) 
209) a, b, c, d sint numere întregi astfel încît ecuaţia 
(x — a) (x — b) (x — c) (x —d) = 4 are o rădăcină întreagă z,. 


Să se arate că ze = ad +b 4E c 4 d). 


(AMM vol. 54, nr. 7/1947, p. 403) 

210) Să se rezolve în numere întregi ecuaţia x?y? + (£ — a) 
(r—b)=0, a, be Z*. Ce reprezintă curba y = f(x) ?: Sá se 
calculeze aria suprafeței mărginite de axa Ox şi curbă. 

(AMM vol, 54, nr. 10/1947, p. 594) i 

211) Să se rezolve în numere raționale ecuația u? + v + w — 

— 3uvw = 13 + y, 
(P. A, Caris, AMM vol. 55, nr. 4, p.. 238 —240) 
212) Să se determine polinoamele 'de gradul III [(x) pentru 


care atit f(2) = 0 cit si f'(x) = 0 să aibă rădăcini raționale. 
(H. L. Lee, AMM vol, 56, nr. 6, p. 412) 


tg 2, 4- 9 etg 2, =2 tg e, 
tg 2; 43 ctg my == 2 tg x, 
213) LI Li , LI L] + Li ' Li * * * 
tg Pra cb 3 elg Duca = 2 ra, 
tg v, +3ctgr, = 2 tga 
(Mv5 nr. 631981, p. 06) 
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214) Să se rezolve în numere naturale sistemul : 
202 -- 30y2 4- 322 4- 12 vg 4- 12y2 = 308 
202 4 6y? — 322 4- 12 zy — 12 yz = 92 


(E. A. lasinovii, MvS nr. 6/1981, p. 04) 
215) Să se rezolve în numere întregi ecuaţia: 


Va pati + Vp y Fi = 
(L. Slukin, My§ nr. 1/1979, p. 67) 
216) Să se rezolve în numere întregi ecuația (2r + 5y +1) 
(271 4 x? + x + y) — 105. à 
(S. Gh. Guba, MvS nr. 1/1979, p. 67) 
„ 217) |z — (2]| = zl —[v]] , 
(A.M. Avoian, Mv§ nr. 6/1980, p. 56) 
Acum o suită de probleme din diverse cărți : 


A. Din cartea lui L. Panaitopol si C. Ottescu, Probleme date 
la Olimpiadele de matematică, Editura BILUNG şi pedagogică, 
Bucureşti. 


36— 11 3-x 


218) [x — /i+zx+1=0 
219) Ymr? — z, + 1 + [mr +24 1=x, me R 


3z—1 
8-33. . 
220) y ye» = (z 
221) 1? — 3x — 14 = 0 , | » 


222) 57 — = 27 (1-4 2*1) 

223) AVF? 4 BV = 2, A — 1, B 10 

224) r(x? + 4x + 4) — 20% —- 4v —«- 0, ae R 

225) jz —] z 4-1] | 21 [e — 1 [| 0 

220) Vara + Và Fer + Ve Far = V) ar 
+ Ve —bx + Voc 4, b, c 0 


Din cartea lui D. S. Mitrinovié. Matemalika za prvi slepen 
nastave na fakultetima, | Gradevinska Knjiga, Beograd, 1964. 
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227) Să se arate că ecuajia (x + p)" -+ (x + q =r se 
poate transforma într-o ecuație de tipul: 


X E ata 4. Cj at NM us 4 CR tam? X? ue 
+ Că a r2, 


vude « este o funcție de p si q. 

Să se rezolve complet ecuația (x +3) -+ (x + 1) = 20 
efectuind acea transformare. 

228) Să se arate că ecuaţia à? 4 x? = ax + 1 are trei rădăcini 
reale dacă a> 1 şi doar o rădăcină reală, dacă a < 1. 


229) Dacăa € R, atunci ecuaţia x! + 322 + ax? —r —5 — ' 


= 0 are numai o singură rădăcină pozitivă. 

230) Dacă AER si A — 4 atunci ecuaţia 16z* -p 241? + 
+161x+9=0 are toate rădăcinile complexe. Ce se intimplá 
dacă A2 > 4? l 

231) Dacă RE < || « 1, atunci ecuaţia xt — 4z* +41x — 
—1 = 0 are toate rădăcinile reale şi distincte. 


232) Să se rezolve si să se discute ecuația xt — 15x? + ax — 
—12=0,aeR. 


233) 61* — 23 + 10:32 — t + 6 = 0. 


Ce caracteristicá interesantá au rádácinile acestei ecuatii ? 


4 4 
234) a (x + Eh) = 2 (x + kh)? 


235) sin 2r sin x = 1 


236) e* + — 1 = 0 (ecuaţia lui Planck) 
237) zi za t1. 2(Y a) = 0 
A 1 


2, > Y 2.3 ( y 21)! = Dat 


Li . LI LI LI , L] . ' ` LI * 


e Y t + n(n + 1)( Y» t)? = (2n + Dal 
Din cartea lui I. Giurgiu si F. Turtoiu : 
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238) à? — 2(m* Da (mp Dana Ad) 0 
230) ba — Babra 4 (Bah ya ad am) 0, 
able 
240) Sá se determine a e R astfel ea ecuajla ar = z* e 
(ad 2) Za 0 să aibă o rădăcină complexă de modul f, 
211) Fio tg A, tg H, tg C rhdheinile  eeunflel 2% far? 4 
4-0 4-4: 0, 4, b, ERDAL 
Să se arate că S= eos 24 4- eos 21) -|- con 26 nu depinde de a, 
- 242) Se dă ecuația a pe + y= 0 nle crel rádácini sint 
Zu Yo Va Se cere să se ealeuleze expresia 


Rea PREA pg pn td 
prs -q Pam Pta ~q 
o Ta Cat plie 
243) Să se arate că x = tg 9 este rădăcină a ecuaţiei z* — 
— 423 — 142? — 4x +10, 
244) ai — 4a? cos a cos b -+ 2(1 -- cos 2a + cos 2b) z? — 
—42z cos a cos b -- 1 +=. 0 
245) Ecuația 2? — 212? + 352 — 7 == 0 are ca rădăcini pe 
; 2n 3n 
te Z, tg! tg, 
8 g 7 g 7 
246) Gxt — 52? — ma? + 3x — m -- m 4- 2 3 0. Discuţie. 
247) (arc sin a) +- (arc cos £)! == mim, Discuţie. 


Din „Zadacinik'“-ul lui V.A. Krecimar [20]: 
248) (a +b -- à)? — A(a? + b? + 2?) — 12abx == 0 


(xt + 102? + 1) (5a! --10«? -+ 1) 
at + 102? -+ 1)(at + 10a? + 5) 


250) Dacă cos a + i sin a este soluţie a ecuaţiei z^ + put + 
+. +Ppp=0 atunci: 


249) ax 


^» 
Si pesinka=0, WER, hen, 
1 


H 251) x(a 4- x)? — m(a + x)? -+ ax = 0 


cos y cos (2x — d) 


252) (1 +1) sa | 4 k cos 2 
cos (t — d) 


qu sa 4 
à y aq > 0 


259) | 


254) sinte 4 costa — 2 sin 2x 4 qa == () 
Li 


y" V p git 
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E 
n 


xb MAS 


255) y? = ax + by 
x? — bx -+ ay 


256) Ecuația a(e — b) (x — c) + b(x — a) (x — e) + c(x — 
— a) (y —b)=0 are intotdeuna rădăcinile reale. 

257) Fie a si B rădăcinile ecuaţiei z? + pz + q = 0. Notăm 
Si = a*4- B*. Să se calculeze s, in funcţie de p si q pentru k = + 


31, 42, 13, 4, +5. . 
Din cartea lui P. D. Sima si Gh. I. Atanasiu [28]. 


258) sin!'r + cosx == cost2x 


259)  32cos'xr — 64 costx + 38 costx — 6 cos x = sin Or 


3 
Y ksin (k + Da = a : 
1 
260 3 
Y Kk cos (k + 1)x, = b 
ps 
32, — 32, — 2 73 =0 
] sin? cte Y y: + tg? COSeC g y= 9 
261; 8 
1 
sin? ts Y y: + sin? cosec *y = 3 
4 
sin y cos z= sin A 
262) sin z cos, = sinu Discuţie. 


sin 2 cos y = sin v 
263) Care este condiţia ca ecuaţiile 
«sec t + Btgr=y 
P sec x + atgr= 1 ` 


să fie satisfăcute de o aceeaşi valoare a arcului x ? 
204) Să se demonstreze că expresia cos (7 are cos a) este un 
polínom de gradul 7 si să se determine acest polinom. 


209) (1 + i2* 4 (1 — (0 e ix, i-y—1 
200) Să se construiască ecuaţia cu rădăcinile: 


kn. „re , 
Ty = C08 =~ -f isin —,hk = 6, 1,3 ums 
>. m m` ORNA 
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LÀ 


267) (ai. Ji 4 (ar easy = 0;- 8 Y 1, 

Si acum alte probleme... 

268) Să se rezolve in numere întregi ecuaţia Vaza 1-+ 
+ y? — y + 1=11. 
(MvS nr. 6/1979, p. 59) 

269) Sá se rezolve in Z? ecuaţia 5x + 5y = 2? + 3xy + 3y?. 
(Gheorghe Ghiţă, GM nr. 12/1983, p. 463) 

270) Sá se rezolve in numere naturale ecuaţia 374 3" + 
+ 3? = 513. 
(Eugen Onicioiu, GM nr. 12,1983, p. 464) 

271) Idem pentru ecuaţia 7(x? + y? + 22) = 18 (x? + y? +23). 
(Dorinel Anca, GM nr. 10 —11/1983, p. 423) 


272) 2 Zm 
“(Mircea Ghiță, GM nr. 10—11/1983, p. 418) 

273). . YI- Ta +30 4 4]- [2— sin 2] 
(A. M. Padun, MvS nr: 4/1974, p. 79) 

274) cos!?r + sintx(1 + costx)? = 1 


(A. L. Kusnir, MvS nr. 4/1974, p. 79) 

275) ERA = lao dat i aae M 
(B. Gh. Mahrov, Mv$ nr. 4/1974, p. 79) 

276) ` (ax + b) + (ax =b)? + ata? — b? = b 


. (L. D. Cerpinskii si I. V. Klevenskii, Mv$ nr. 6/1974, p. 71) 


277) 4 sint2z + 4(sin*z + 1) cos? x + 3 sint2x = 4 


- (A. M. Padun, MvS nr. 6/1974, p. 71) 


ay = 3, 


278) 
3x + y= 6 


(V. I. Kliuciko, Mv$ nr. 2/1974, p. 77) 


279) ayala — c pyp 244 u 


2. Mihailov, MvS nr.251974, p. 77 


280) 5sinz--cos2z--2cosr—0 : 
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(Matematika, nr, 8/1983, p. 41) 

281) Dacă a este natural, să se rezolve în numere naturale 
ecuaţia ax + xy — 6la =0 
(Mv$ nr. 1/1974, p. 04) 


282) În cercul de rază R = 1 este inscris heptagonul regulat ° 


A,1,:1,4,4,4,4;. Să se arate cá lungimile coardelor A,4,, 4,4,, 
Ad, sint rădăcini ale ecuaţiei 2? — 72? + 14x — 7 — 0. 
(K. L. Zaharov, Mv$ nr. 1/1974, p. 62) TE 

283) Să se arate că dacă laturile a, b, c, ale triunghiului ABC 

sint legate prin relaţia: 

d? + b? = ke? (*) 
atunci & > 1/2. Există soluţii în numere întregi ale ecuaţiei (*) ? 
(S. I. Maizus, MvS nr. 1/1974, p. 62) 

Acum vreo „j“ —.de ani, cind eram ferm convins c-osă devin 
profesor de matematică, imi cumpárasem un caiet cu scoarte negre, 
pe care l-am „imbibat“ în timp cu vreo 400 de probleme de toate 
felurile. Le culesesem bineînțeles din culegerile uzuale pe vremea 
aceea (Stamate-Stoian, Stamate-Crișan, Țiţeica, Mărgăritescu ş.a., 
Cosnitá-Turtoiu, Tiu-Pirgan etc.) precum si din diverse reviste si 
culegeri în limba rusă. Cum pe atunci nu bánuiam că voi deveni 
scriitor albatrosist, nu m-am îngrijit să culeg si sursa exactă. Nu-i 
mai puțin adevărat cá multe din problemele pe care le voi insira 
imediat, au ajuns deja „bun public“ (adică folclor matematic). 
Cer deci iertare autorilor care-și vor recunoaște vreo problemă 
în cele ce urmează, fără menţiunea respectivă. 

284) Să se găsească soluţia din cadranul L a ecuației 


3 cos(2kaln 2) + sin[2kz(1 + In 2)] = V2. 
285) Să se determine m astfel ca ecuația xt + 104% + 35x? + 
T90r + 24 — m = 0 să aibă toate rădăcinile reale. 
286) cos 2x + 2(m + 1) cos x = 0. Discuţie. 
287) Să se arate că oricare ar fia, ecuația 122 — 3x + 2 sin a=0 
nu admite rădăcini complexe. l 


288) Să se arate că ecuaţia cos 6x + 2|m + z sin 3x — 


m 
— 3 -— 0, mE R, este reciprocă, Rezolvare si Discuţie. 


289) tg 5x tg 17x = 1. Generalizare, 
290) tg(25° + 2) ctg (20° — a) = a, 
291) tg 3x = tg x tg (00? 4- a), 

292) loga(3* — 1) log (9 — 3) = 0, 
293) logis? -- log, Jl a = 2, 


Discuţie, 
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3 3 3 
PAE E RM: + 
294) lays Ya — yz = Vo 


neho Xd, y 
295) m, ma My 
LI + mee +a 
A onu az. A 
ay + bx az + ex bz + cy 
1 
y + z — {= —. tJz, 
a? 
29 2 = 1 ruz 
1) ză — pe cy 
1 
t+y-—2=-.zxyz. 
c? 


24 ay + a?z 4 a? = 0, 
z+by+bz4+bi=0, 
z4-cy 4 cro =O. 
299) sin 5r = 16 sin*z. ` 
300) cosa + costz + cost(a + 1) = 1 + 2 cos a cos(a-1). 


298) 


/ 
tsr t tgz 
301) prid moto z+y+z=r. 


302) Sá se arate că ecuaţia (x — a) (x — b) + (x — a) (x — c) 
+ (z — b (x — c) = 0 are întotdeauna rădăcinile reale 
1 —yz=a, 
303) | y — xz — b, 
z*—ry-.t. 
tty biS a 
304) zrt4oytf-gozfe a, 
Dyp HDE w. 
305) 32 cos r — cos 6x = 1, 
306) Sá se arate că dacă ecuaţiile: 
t 4 opr 4 4 0, 


T + pt b qu =0, 
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au o rădăcină comună, atunci 


(pq — qp) (P = P) (a — q0*. 
(asta cred c-am văzut-o si în celebra culegere a lui V. A. Krecimar — 
în 1, rusă, de care-am mai povestit prin Suprizo). 
307) (x 4- a) (x + b) (e 40) (2.4 d) = m, în condiția a 4h 
= Cd, 
308) 44 3aa? + 3(a? — bcyx + a? -- D^ A c — Sabe = 0. 
"m m m 
309) ya +a —yü Za = Viza 
| logsz + log,y + logiaz = 2, 
310) logsy + log, z + log, y =2, 
log,z + logit + loguy= 2. 
bus ud d 
311) i Vir =t+-. 
E y 
Y 
312) Se dà ecuaţia a cos x + b sin x =C. Fiex si r, două 
soluții distincte, astfel ca 7, — 1, % 2kr. Să se arate cà tg(x, 4-31) 
nu depinde de c. m^ 
313) Sá se determine m astfel ca ecuația x(x + 1) (x + 2) 
(1143) =m să aibă toate rădăcinile reale. 
314) zi — dañar + 2a?z* + datx + a! — O. 
315) Y — a = y? >b = 2 — ce = xyz, 


316) z*(y —2)=4, y*(: —u) = b, (a — y) =c. 
317) at, qa, | q 


318) 


vty’: = d. 


319) Sá se determine m astfel ca: ecuația 


"nh 1 
Ja Lm = m 


să admită toate rădăcinile reale. 


320) 221 — 112 -4 322 — Qr + 72 = 0, 


4 3 
321) Vz--yz —23- 0. 
322) ai — 2x? 4 12: -— 8. = 0. 
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329) e Yet qe 8v e 5 0, 
3820) Să searale că sistemul de ecuaţii 


veeos A quy eos B- 2 cos G «5 0, 


——— a 
siu .1 sin Bo sin C 
N v Y | zo 0, 


cos A M cos B- i - C 
admite o soluție nebanalá, dacă A + B + C = m. 
1 + ivy" l 4 ia T" —- 
395 Ak, a Ri 1, 
en pur | | — ia 
326) (x — 7) (x — 3) (1 4-5) (x + 1) = T 680. 
| qu». yles. po x = 1071, 
327) ay + ler, yes lez, gg +18 y == 1075 


xyz = 100, 
(ay) + (zz)? = a, 
328) (yz)5* + (ya) * =b, 
(zx) 4 (eye: = c. 
4 
x a2+2 2=0, 
329) y + * ty + y 
a — 6r — 3y? = Q. 


330) Să se rezolve în numere întregi sistemul 
3r— ôy + 73. 8, 
5x + 3y + 9: = 3. 
331) Să se arate că ecuaţiile Sa? — 6x +1 = 0, 322% — 
— 2Azt — 18a 4- 1822 + 3x — 1 — 0, admit rădăcina comună, 
z = sin 10°, (pare o problemă în stilul ,, Jiu“). 
332) Fie ecuaţia cu coeficienți complecși z* — 3(1 + 2 + 
+ 4(2 + i)z — 3(8 — 5i) = 0. Să se arate că admite o rădăcină 
reală, 
333) at — 4a* 4 30 — 4a? + 3a? — de + 10, 
334) Sá se arate că ecuajia y? — 5y? E Oy — 1 = 0 are rádá- 


.. TC T [i : 
cinile y, =4 cos? hd |a = 408? 7 Wa = 4 cos? 7 (vezi trel 
7 


X 


„poziţii mai sus). 
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335) Să se arate că ecuaţia: 


admite cel mult o rădăcină reală, 
336) Să se arate că ecuaţia: 


A A? 


A2 
+a t — 


Lun T—t(1; T— ln 


admite numai rădăcini reale (A,, a;, m reali oricare ar fi i = 1, 
2, ont). 

337) Să se arate cá ecuaţia nz"! + (n — 1) g** A 
432? 4-22 4-1 — 0 nu poate avea două rădăcini reale. 


338) 15-2! —5z* — r? 487 —4=0, 
339) (sin x) :-14-2 sin x= [3(sin x) (79 — 2 cos: T] cosec z. 
340) . 8 sin (si B Sn 

2 2 


341) A cos? y + B cos*(z +a) +C — 0. 
342) logy; [sin 2x + k(2 cos? z — 1)]] — 2, k ER 


343) log 1s,y?4- log,,z = m. 
344) — a* — (a° + pre) a*-* p2-* y par o, 
345) sin* (=-3) + sin* (= j sa H : 
4) TJ 8 
346) | Vz + y + f2zy = 8 V3, 
| C yz yy — 4. 


347) sin (x + 10%) + sin (x + 70°) — sin (x — 50°) = 1. 
348) sin (x -+ 20°) + cos (1 — 10% — sin (x — 40% = 3. 
249) sin (x + 75% + cos (105° + 2) —1 + sin 2r = 0. 


350) cos! y 4- RÀ = sin v -p à 
cos x sin x 
351) 


COROC X -H see t= N, AER, Discuţie. 


352) 8 sin x cost x= Vă cos x -+ dá 
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353) Qin a sin Ja ,.. 39m sin 2s Discuţie. 
354) cos 5r + [cos 3r + cos 1 + rs = 16m, 
YT tez 
m € R. Disculie. 
355) (62)! = (102). 
356) 3 cos? z — sin? z cos z — sin x= 0, 


357) Să se arate cá oricare ar fi p, ecuaţia p cos 6z + 2(p* -F1y 
- «sin 3x — 3p = 0 are rădăcini reale, 


358) log; (5—77) — 2 — x. 
359) z? — mx? — 9z + 10 m = 0. 
360) 411 — 4x? — liz? + 8z 4- 3 — O. 
361) z'(m + z)? — k(m + 1)? + ma? = 0, a, me 0 
362) cos 33 | - ys 
363) 1? + 9r? + 2r — 48 = 0. 
i d 364) a. 522 + b. 77 = 357. Discuţie. 
->i |] 865) Să se rezolve in numere întregi ecuația z?y = 4a*(2a — y), 
$ a e Zt. 


366) Dacă z, = cosa + i sing este o rădăcină a ecuaţiei 
z* + p,z"^! eee + psi € + p, = 0, atunci p, sin x + p, sin 22+ 
4... + p, sin no = 0. 
12? = a? + (y— 2), 


367) y? = b? + (- 2), 
22 = (1 + (1— y). 
368) e -—r4l. 
369) e —mz SA m, m € R. Discuţie. 
z4 y+2=0, 
370) z sin a + ysinb + zsinc = 0, 


xsin? a + y sin? b + 2sinte + xy: = 0. 


371) Să se arate că ecuaţia 2(2m «+ 3) x? + (2m* + 5m+ 5)+ 
4 m +1 = 0 are rădăcini raţionale oricare ar fi m real. 


372) z(z + 1)? —m = 0, m € R. Discuţie. 
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(loga 2)* 4- (loga 1)* = 2m, 
a A b 


(iu? — b? 


373) a" 


atn a” |. [pu - 2, 


374) Fie ay, ay, cà rădăcinile ecuaţiei è 4 px + q — 0, 
Să se arate că dacă a, d a, = maet alunci această relaţie se 
poate serie ca o ecua[ie de gradul/11L în m, Să se rezolve ecuaţia 
obținută pentru. p = q = f. (Unbova e o gregealá!) 

375) Se dă ecuaţia a? 4- ma? 4 nz + p= 0 ale cărei rádá- 
cini sint ra, fp, r, = razele cercurilor exinscríse ale unui triunghi 
oarecare de laturi a, b, c. Să se formeze ecuaţia ale cărei rădăcini 
sint înălțimile acestui triunghi. 

376) Fie a, c, va rădăcinile ecuației æ’ + px 4 q — 0. 
Să se formeze ecuaţia ale cărei rădăcini sint y, = (27 + 1)/(r, — 1), 
i = 1, 2, 3. | 

377) Rădăcinile unei ecuaţii de gradul III sint p?, q*, 2pq. 
Să se arate cá ecuația derivată are întotdeauna rădăcinile reale 
oricare ar fi p si q reale. 

377) Fie a, i — 1, n rădăcinile ecuaţiei z" + z"! +... + 
+1=0. Să se calculeze expresia: 


(z12,—1 e 


1 
a+ 2. 


379) Fie f(x) = ax? J-bax*--cer--d-—0 cu a,b,c,d in 
progresie geometrică, Sá se arate că: 

i) f(x) = 0 are numai o singură rădăcină reală; 

ii) Dacă z,, z,, x, sint rădăcinile ecuației f(x) = 0, atunci 


S, = a 4- 2$ 4 an 


378) 


e =m = 0, men. Discuţie, 


este un număr real, 


380) P(x) = x? — ma + m + 7 
Q(x)  a* + mz? + nz — 6 
i) Sá se determine m si n reali, astfel ca Ta —3 sá [ie rà- 


dăcină comună a ecuaţiilor P(e) = 0, Q(v) — 0; 
fi) Cu m şi n astfel determinaţi să se arate cà 


Qa) 


P(x) 


Au poate avea o rădăcină dublă, oricare ar fi p real, 


Ep ==0 
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381) (1 + 104 ct em (VEE a,n eN, i= QT 
sin? w — sin? (y — 2) == a, 

382) sin? y sin? (z — x) == b, 
sin? 2 -— sin? (y — y) == c. 


383) AY << 4 m (simbolul „A“ semnifică ,aranjamente"). 
384) Cite rădăcini reale are ecuaţia : 


Ug x JUD = 0 dacă ze o, >) ? 


acasa pP ——— A 
385) V2 4V3 + V2 -V3 = 4. 
IRA mi e 4 
38) — la yo +Va —y* = e, dacă a? —b= 1. 
387) l08sin ai lOgsints d + 1 = 0. Discuţie. 


388) sin? a + sin? 22 = m sin? 3x. Discuţie. 

389) Se dă ecuaţia 2? + px +q — O cu p si q reali, q 
si Tis Xa, 1, — rădăcini reale. Este adevărat că în acest caz p < 
Dacă nu, atunci ce condiţii suplimentare trebuie impuse ? 

390) Fie ecuaţia x? + pa? + qu +r = 0 cu toate rădăcinile 
strict pozitive. Se cere relaţia dintre coeficienți astfel incit rădă- 
cinile a; (i = 1, 2, 3) să poată fi laturile unui triunghi. 

391) Sá se arate că ecuaţia x? + ax? — b = O cu a real si 
b > 0 admite doar o singură rădăcină pozitivă. 

302) (2 sin z)**e* = (3 sin ass, 

(din problemele lui Eugen St. Iacob din Braşov, de la care am moş- 
tenit colecția GM începînd cu anul I, adică 1895 !). 

393) Se dă ecuaţia 


(x + a) (x -- b) = (2 + a) (2? + 0) 


Să se arate că dacă a « si b sint reale si în plus ab < 0 atunes 
ecuaţia nu poate avea rădăcini complexe. 


394) În schimb ecuaţia 
(x + a) (2? + 2) = (2 + b) (2? + 02) 
nu poate aven rădăcini reale oricare ar fi a şi b reale, 
395) a(x +- a) (a + 22) (a + 3a) = b(x + b) (b + 22) (04-32). 


396) xt 4- az? -4 ba? -+ ad + d? == 0. d 
(caz particular: 2b == a, 8d = 1). 


40 
0 2. 
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397) (x — b? — c?) (1 —c2 — a?) (z — a? — b?) = atb'ct, 
Ce se intimplà dacă a -- 5 --c— 0? 
abc 
398 b c h b) = —— z. 
) (x +b +c)(z+c 4 a) (1 +4 +b) EPa 
; E EM, DEP METTE 
x+a z+b z-+a+b 


În ce condiții rădăcinile sint toate raționale ? 


399) L4. 
r 


400) z + my = z?, mz + y = y?. Discuţie. 
abc 


401) (a — 2) (b — 2) (c — z) = — — — — r 
) (a — 2) (b — 2) (c — z) AV 


(a +b + c— x) 
pod Y? + z2? — ty — rz = 2, 
z? + 12? — yz — xy = 3, 
E xaxa 


403) ZAE E r43. 
Y zZz z r y z. Í 
404) ( M1—2 E dT-g - a, 
qdi1-z + af1 — z: = bh, 
afi —g + ia = c. 
Ge interpretare geometrică pot avea soluţiile z, y, z? 


405) tt +r? +r? 4 mr + m? = 0. Discuţie. 

406) Dacă a, b, c € R si ac<'0 atunci ecuaţia : 
a b c 

z—1 pe ea Sal. 


aro Întotdeauna rădăcinile reale. 


407) z -- y 4- z — 0, T? + y? +z? = 14, 44 y + 2 —794. 


iu, (2° + 1) (2? + x 1) = kat 1) (2 np rq, 


409) (z* + 1) (z — 1)? = azt, 
un "ga nei = 1) (4x — 3) = 3, 

Icd) 4 m(x — 2) + (2 — 3) = isculie. 
412) (xz + m) (z* Van e Fu e y eine 
413) (x? + m?) (xt + m‘) = 4m?z?, 


k 


Scanned with CamScanner 


NA) Qe + m) (x 4- m + 1) (am + 2) (x + m + 3) = k. 
Discutie. | "n a YN 

Acum o serie de probleme date la diferite olimpiade nafio- 
nale sau internafionale (din cartea lui E. A. Morozova, I. S. Petrakov 
V. A. Skvortov tradusă în 1978 la Editura Tehnică, București). 

415) cos" x — sin" x = 1, nen. M 

416) Se cer rădăcinile reale ale ecuaţiei: 

Vo —p+ 2Ya2 —1 = 2, per. 
417) Se dă sistemul de ecuaţii cu necunoscutele x, La, ... Za: 
ax? 4-bx,--c— z, 


ax? + br, + c — T, 


QT, + Da-i Tct, 
ax + bx, + c = zi 
unde a, b, c € R, uz 0. Să se arate că sistemul: 
. X nu are soluţii reale dacă (b — 1)? —4ac<0; 
N ii) are o singură soluţie reală dacă (b — 1)? —4ac = 0; 
iii) are mai multe soluţii reale dacă (b — 1) —4ac > 0; 
418) Sá se găsească valoarea minimă a lui (a? + b?) dacă 
E a şi b sint numere reale, iar ecuaţia xt + az? + bx? + ax + 1=0 
„are cel puţin o rădăcină reală. 


419) Se consideră un sistem de p ecuații cu q = 2p necunos- 
cute: 


AT, F div; +... + dy, =0 
Aaa F laa. + Ay Y =0 
pi, F pata + see + pata = 0 
în care fiecare coeficient a;, este un element al mulţimii ( —1,0, 1}. 
Să se arate că există o soluţie (Tis Xs, ..., Ta) astfel încît 
i) toţi z, (j= 1, 2,..., q) sint intregi ; 
ii) pentru cel puţin un j se găsește un z, x 0; 
iii) | z; | < q pentru toţi eL. 
sin 3x cos (60° — 4x) + 1 


zz 0, A 
sin (60° — 72) — cos(30? + x) + m diia R 
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1 
1 
1 
| 
| 
i 
! 
v 


—————— 


aan atrasi n Ses 


k 


421) Să se determine numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei 
d = 1964 sin r — 189 

422) Sá se rezolve si sá se discute ecuatia 
1 1 


1 
imagen” aja =-, peR. 
sin Yr cos xr p 


426) sint x — cost x = Atgt x — ctg’ x). Disculie. 
` 427) Să se determine raza cercului circumscris unui triunghi 
isoscel ale cărui laturi au lungimile date de rădăcinile ecuației 
i? — ar 4- b — 0. 
428) Să se arate că ecuaţia x? + y? + 22 — 1969? nu admite 
soluții in numere întregi. 
429) sin? x + cos x = a(sint x + cos! x). Discuţie. 
430) Vaz — 18a2 4 81 — Vai 2e 414542470. 
431) Se dă polinomul P(x) cu coeficienţi complexi P(x) = 
=> + auk i sl doa 2 s (—1)”, ale cărui rădăcini au ace- 
laşi modul. Să se arate că P(—1) este un număr real. 
432) Să se arate că ecuaţia zi — 6r? + 1 = O are ca rădăcini 


petg-, ul, t și tg. 
433) Ya + dz + Vor cx + Ver az = Và —az + Ye ba+ 
+ Va — cz. 
434) | t 4] 42398 
£? + y? +z = 
ym 


435) În ce condiții ecuația a: — qa? + bx — c = 0 are rădă- 
cinile a, b, c? 


436) Să sẹ rezolve în numere intregi ecuaţia 


———— 


lada 


„1964 


Din cartea cu probleme date la olimpiadele din Ungaria 
(tradusă la noi în 1972 si beneficiind de o prefaţă semnată de neui- 


- tatul Moisil) am cules următoarele ecuaţii: 
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437) Să se demonstreze €ă numărul soluţiilor intregi pozitive 


ale ecuaţiei nedeterminale az, + 215 +... 4 nr, — a este egal 
cu numărul soluţiilor întregi nenegative ale ecuaţiei 


n(n + 1) 


Mi 


- 


Jy 2Y2 +. E ny, = 0 — 


unde a € N. 
438) Fie p si q două numere întregi impare. Să se arate că 
ecuaţia x? -+ 2pr + 2q — 0 nu poate avea rădăcini raționale. 
439) Se dă sistemul de ecuaţii 


y—2x —a-— 0 
y —zy+ Ir? —b=0 


unde a, b e Z. Să se arate că dacă acest sistem de ecuaţii poate 
fi satisfăcut de x, y rationale, atunci x, y trebuie să fie neapărat 
întregi. 

440) Dacă a, b € Z, atunci sistemul 


r+y+24+2łt=a 
2r — 2y +z —ł= b 


are si soluții în numere întregi. 

441) Să se arate că ecuaţia zi + 2x? + 2r + 2 = 0 nu poate 
fi rezolvată prin descompunerea (x? + ax + b) (x? + cr + d) în 
care a, c, b, d sá fie numere intregt- 

442) Dacă 3k > 1, a, b, c reali si0<c<b<as<asb+ce 
atunci ecuaţia kx? 4 (x — a) (x — b) (x — c) =0 are rădăcina x, 
cu proprietăţile z, e R+ si x, < c. 

443) 31* + 4(1 — 2k) 23 + 6k(k — 2) 12 + 12k?x + 1 = 0. 
Discuţie. 

444) 31* + 431? — 361? + k = 0. Disculie. 

445) Sá se specifice cite rádácini reale are ecuatia 

ne? + i++. p1=0,. 

446) Sá se arate cá derivata de ordinul '& a ecuaţiei 

(1-1) a* = 0 are k rădăcini reale cuprinse între O si 1. 


447) | 3x* —2y* + 522 =0 i 
7x? — 3y? — 152 = 0 
5r —4y +7: =6 

448) Se considerá sistemul | 


ax + by + e2 = 0 
dx -b3 + ez =0 


beyz -+ aczx + abay = ab 4- be 4 ca — (a3 -- 0? + e?) 


~- 
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, +.2 


Sá se arate că orice soluție (r5, Yo, Zo) a sistemului verifică rela. 
tia Za + Yo + Zo +- CoVozo = O. 


449) | x* 4 day + (By? — y + 1D) 4 y^ — y à-zy — 0 
| x? 4- day 4- y? —y=—=0 
450) | ax + by — x 
; ay? 4 bx? = y 
451) ma + nz, = mz, + nx, = ... = mzg + nb. 
452) 11 + 5 4 102? 4- 15x + 9 = 0. 
(x? 4- z 4-1): 
(1? + 2x + 1) (z? + 1) 
454) Dacă z,, z, si y,, ya sint rădăcinile ecuaţiilor 1? + pr + 
+q9=0 si y? — (p? — 2q) y +q? = 0 atunci 


Ya AZ: 
455) V(x F D* + kY(z — 1 = (k + 1) VE — z*. Discuţie si 


generalizare. 


456) Să se rezolve ecuaţia Vx — us Ýr = U, = a ştiind că 
Uy — D, = Qê. 


— k. Disculie. 


457) sin 5x = a- sin z. Discuţie, 

458) cos 7x- cos? z — sin 7z- sin? z = k. Discuţie. 

459) x?» sina — 2x + 2 cos a = 0. Discuţie. 

460) Să se arate că ecuaţia z? — 2x sin ẹ + (2 — y3) (1 — 
— 4 cos? 9) = 0 are întotdeauna rădăcinile reale. 


x —1y? x — 2)? z —.3)! 
53) * 3) (E319 


461) 


to d o wm | 
TĂI r2 r43 


(se cere o rezolvare trigonometrică), 
402) 0 4 227 + 3à* 4 825 + Dart + Baa + 31? + 2r + 1=0. 
463) | Pe 2 Byz = 1 


20 A y! 4- Day = 27 
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464) Ce interpretare geometrică au soluţiile sistemului 


v(x? + y? + 2) = 2ayz 
y(x? — y? + 22) = 2baz 
z(r! 4 y? — 22) = 2cxy 


a, b, c fiind laturile unui triunghi ? 
465) Idem pentru sistemul 


2x + y + z= a(x + y) (1 +2) 
2y+2+2=DMy +2) (y + 2) 
2: + x + y = c(2 + 2) (2 + y) 


466) (12 + 14r 4-1)? ER a*(a* — 1)? 
z(r — 1) a + 14a* + 1 


467) (x° — 3bx + a? — Sab) : = 4(ax + by 


468) Se cere relaţia între d, b, c, de R. astfel incit rádá- 
cinile ecuaţiei ax? + bx? + cx + d — 0 să formeze o progresie 
armonică. Rezolvare. 

469) Să se arate că dacă (bx — ad)? = 4(ac — b?) (bd —c2) 
atunci ecuaţia ax? + 3bz? + 3cx + d = 0 are o rădăcină dublă. 

470) Să se arate că dacă pq = r, atunci ecuaţia x? — pa? + 
+ q —r = 0 are două rădăcini egale și de semne contrare. 

471) Dacă p?r = q? atunci pentru aceeaşi ecuație rădăcinile 
sint în progresie geometrică. 

472) Sá se rezolve ecuația z* + ar? + ba +er+d=0 
dacă 4abd = c?. 


473) Să se determine ọ din ecuaţia xt + 1?- cos 9 + x? + 
+121-sinp+1=0, astfel ca rădăcinile ei să satisfacă relația 
TAL, + 15) = mx. + 24). 
astfel ca rădăcinile ei să satisfacă relaţia r,(r, + 13) = 1,(12+24)- 

474) Fie ecuaţia axt + bz? + cx? + dx + f = 0. Să se arate 
că dacă b? = 4ad(c — 2a) atunci ecuaţia se poate pune sub forma 
(ar? + Bz + y) + plar + Bx + y) +0=0. 

475) Sá se rezolve ecuaţia x" + a,2"7! + q,a"^? +... + an 
= 0 ştiind cá are rădăcinile în progresie aritmetică. 

476) r? + rt — 5r — x? 4 8r— 4 =N. 

477) Să dă ecuația x* 4- pz* + qx? + t= 0 si se notează cu 
S, 25 4-2 +A A+. Să se calculeze Sa S, şi S... 

478) Se dă ecuația 2 + pr +- q= 0 cu rădăcinile y S» Ta 
Să se ala ecuaţia ale cărei rădăcini sint y, = 2$ + a} — 2d. 
p= tR ai psi 


. Disculie. 
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479) Se dă ecuația a? + pr -p q = 0 eu rădăcinile ge fy T 
Să se formeze ecuația ale cărei rădăcini sint. y (r1 = mua), 
p o 
Ya = (A — at)", Ya = (13 — 289)". 


— — 1 
480) A AA 
|? 
481) — E. + A. ==2. Disculie. 
sin + COS Y 


482) Dacă ecuaţia v -+ pr-Fq- 0 are toate rădăcinile 
reale, atunci si ecuaţia 23 + 6pa? + [6(p? — q?) + plr + 2p? + 
+ q = 0 are toate rădăcinile reale. 

483) Dacă patru coeficienți consecutivi ai unei ecuații sint 
3k, — k, — k, 3k, atunci ecuația are rădăcini complexe. 

484) Dacă cinci coeficienți consecutivi ai unei ecuaţii sint a, 
8. y. 28 — a, 2y — B atunci ecuaţia are rădăcini complexe. 


485) x° — 4a + Gxt — 829 + 91 — Ax +4 =0, 


4846) Fie ecuația xt + 4na? + Opr? + dqu + r=0. Să se 
arate că dacă q = n(3p — 2n?) si r = (3p — 2n?)? atunci ecuaţia 
are rádácini duble. 


3 
487) Să se arate că dacă Es == es = M = E atunci ecuația 


b c e 

T? — basca? + de— e =0 se reduce la forma (t-a)? (1+8)=0, 

488) Dacă ad= bf si 4atec=b*480%f, atunci ecuaţia 
azi + bt? + cr? + dx + f? = 0 are rădăcini duble. 

489) Sá se arate că dacă b?f = d?a atunci rădăcinile ecuației 
art + br? + cx? + dz + f: — 0 verifică relația Tita = Veta. 

490) Rădăcinile z,,2,, zr, ale ecuației i? -+ pi? 4+ 2ptr + 
+ 3p? = 0 verifică relația : MN 


Gadea 7 
(Xi + 2% +3) 16 
491) Să se arate că dacă d: = 2q* atunci rădăcinile ru(i = 1,6) 


ale ecuaţiei zê + da: : iar dioi ws 3) 
T .. i def + ext fa + =0 verifică relația zi + 


492) Fie ecuaţia a" 4- z--1- 0, n» 2 cu rădăcinile r 
(i = 1, n). Să se arate cà: 


» 
y api "=l za 0. 
i=l 


493) |z—1]|]emz|z]. (x — 1). Disculie. 
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494) Fie ecuaţia axt + ba? per? + dx + e — 0 cu rădăcinile 
xı (îi = 1,4). Să se arate că efectuind o transformare de tipul 
2= (UL + 090) 0) + Ta) (ta + 24) atunci se obține o ecuaţie 
de gradul Il. 

495) Să se rezolve ecuaţia: è 


n(n — 1) opos PO — 1) (n — 2) 
1.2 1 «2.63 


i*— nar" — atx*r2—..—ar=0 


496) Sá se arate că dacă: 


d? —ce eg de cf 


bue etbd fe — ad 


atunci ecuaţia ax -5bzr! + lO0cr? + lOdz? + 5er 4-f — 0 se 
poate rezolva prin radicali. 


497) (Vm + m: — 1) + (Vin — / m: — 1)' = 2m 
Disculie. 
498) Dacă a? +b? e= 1 + 2abc, atunci sistemul : 


y? + z2— 2ayz = 
22 + a2— 2baz = 
at + y2— 2czy = 0 
este compatibil. Interpretare geomelrică. 
y Ve =r + z.b? —22 = 
499) z. VE Zp 4 x. yE Type = b 
r.Vb: Zz 4 y. Va z = e 
Interpretare , geometrică, 
500) 3432% — 12012 a* + 16 032 x — 11550 x! + 
+- 4 200 22 — 756 x? 4-56 x — 1 = 0. 


(nu puteam să nu-ncheiem cu ceva mai deosebit ; aceasta este una 
dintre ecuaţiile studiate de Gauss şi care i-a apărut din probleme 
- de astronomie), Cocficienţii sînt într-adevăr astronomici ! 
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Explicatie finală a autorului » 


Acum, cá ,opera“ e terminatá si deci nu mai e nimic de 
făcut sá facem cîteva comentarii critice : 

1. Ar fi putut ieși mai bună: asta e general valabil fiindcă 
perfecțiunea oricum se atinge pentru p—> + oc. 

2. Ar fi putut cuprinde mai mult : astfel, nici o vorbă des- 
pre teorema fundamentală a algebrei, despre criteriile de ire- 
ductibilitate ale polinoamelor etc. Adevăr grăit-am, dar cite 
n-ar mai fi de spus în algebra asta „elementară“ ! (ars longa 
— vita brevis). 

3. Unde este algebra liniará ? 

4, Unde este... ? unde este... ? 

"ipsuri „este“ fără îndoială. Dar să nu uităm : asta este o 
carte de vacanţă — prilej cu care sînt strecurate informaţii 
inedite, utile, chiar interesante aș îndrăzni să spun. 

Prea rea totuşi n-a ieşit — zisei, eu, autoconsolator. . 

În altă ordine de idei, unii cititori mi-ar putea reproşa cà 
nu m-am ţinut de cuvînt şi n-am produs ELIPSA FERME- 
CATĂ asa cum anuntam ín Vrajá. Tin totuşi să-i asigur cà 
ELIPSA se află... în călimară, deci la loc întunecos şi nu prea 
rece. Poate cu ocazia vreunui alt concediu voi izbuti şi per- 
formanta ELIPSEI. E M M. 

Oricum, acum la încheiere, nu mai fac nici o promisiune, 
Vom astepta.. ,cu papagalul tücerl 
poet) să vedem.ce se mai întîmplă. 

Pin-atunci, același prietenesc . . 


LA REVEDERE 


V. GH. VODĂ 
Octombrie, 1986 


ii pe umăr“ (cum zice un 
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CUPRINS 


MárturBire (pe post de prefaţă) 
Introducere (pe postul său, dar renuntám la ea) 


Mai întîi un mic divertisment (cu lit ul diofantice şi ceva sta- 
tistică) E A ; ; 

Nelipsita rețetă — o ( 

De unde mai rásar ecuatii E ; 


CARTEA NU ARE CAPITOLE. LE-AM INTITULAT GENERIC 
„OBSESIE DE 2000 DE ANI — MIRACULOASELE ECUAȚII 


La porţile Orientului : inegalabilul Omar ; 
Magicienii Italieni ; í x A. i . 3 
Cazul Cardano: eroare judiciară ! n 
Lodovico Ferrari si intringerea Na a de diadu. 1V 
Alți condottieri ai algebrei ; 
„Lui Newton, in Europa“ 
Artificiul Jui Descartes 
Enigmaticul Vietà . 
Niciodată nu scăpăm de Euler S Vau 
Din ironiile istoriei matematicii: ecuatia lui Pell 
Alte. ,ciudáfenii” despre ecuaţiile de gradul III si IV 
învingătorii trişti . í : 
Loviturá pe la spate: métddelo de aurtitumare 
Alte tipuri de ecuaţii ; ; A ; à 


ANEXA I. 500 de ecuaţii de toate „neamurile“ 


(cu urări sincere de succes la rezolvare) A 
Bibliografie . : ; ; . à à $ , 4 
'Explicație finală a autorului  . A e 259 
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„Volumul Miraculoasele ecuaţii se înscrie pe 
linia lucrárilor publicate anterior de dr. Vio- 
rel Gh. Vodă la Editura Albatros. Ca si aces- 
tea, prezenta carte va : constitui o lectură 
plăcută pentru toti iubitorii matematicii ele- 
mentare. | 
“Faptele matematice — deseori inedite — se 
imbină în mod fericit cu elementele de isto- 
rie a matematicii, adunate cu migală din sur- 
se bibliografice extrem de variate. Meritul 
principal al lucrării constă tocmai în bogăție 
de informaţii din domeniul. teoriei ecuațiilor 
algebrice indeosebi, furnizate celor care do- 
resc sa-și completeze cunoștințele dobindite 
in școală sau chiar în institutele de învăță- 
min superior". 

Dr. doc. MARIUS IOSIFESCU 


